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ОТ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА

Математике всегда было присуще стремление разрабатывать 
эффективные методы решения как можно более широких клас­
сов задач. Многолетний опыт развития теории дискретных и 
комбинаторных задач и практика их решения показали, что эти 
две стороны — общность метода и его эффективность — нахо­
дятся в известном антагонизме. Вместе с тем, очень важно 
знать, и в особенности это касается задач дискретной матема­
тики, можно ли в принципе надеяться на создание достаточно 
общих и эффективных методов или надо сознательно идти по 
пути разбиения задач на все более узкие классы и, пользуясь 
их спецификой разрабатывать для них эффективные (хорошие) 
алгоритмы.

Неудачи, постигшие исследователей на этом пути, привели 
к необходимости анализа сложности задач. На наших глазах 
возникло новое и интенсивно развивающееся “сложностное” на­
правление исследований. Число публикаций в этой области 
быстро растет, так что появление настоящей книги, посвящен­
ной вопросам сложности дискретных и комбинаторных задач, 
вполне закономерно. Проблематика эта весьма актуальна, по­
скольку такие задачи часто возникают на практике (в эконо­
мике, технике, военном деле, в исследовании операций и т. д.), 
а их решение средствами ЭВМ наталкивается на трудности, 
связанные с большими затратами машинного времени и памяти.

Предисловие авторов и вводная глава, где обсуждается со­
держание книги, позволяют читателю ознакомиться (на интуи­
тивном уровне) с основными идеями, понятиями и вопросами, 
освещаемыми в книге. Поэтому мы, не повторяясь, заострим 
внимание читателя на некоторых принципиальных вопросах.

Большинство дискретных и комбинаторных задач, вообще 
говоря, допускает решение с помощью некоторого процесса пе­
ребора. Так, например, булевскую задачу о рюкзаке вида

П
Y j d i X i ^ b ,  *< =  о,1 
i - i

можно решить, перебирая булевские n-мерные векторы (ва­
рианты). Такие задачи называются переборными. Однако число 
шагов переборного метода растет экспоненциально в зависимо­
сти от размеров задачи. Для некоторых задач этого типа 
удается построить эффективные (существенно менее трудоемкие,
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чем полный перебор вариантов) методы решения, (это удается 
сделать например, для решения в Z" систем линейных уравнений 
с целыми коэффициентами для потоковых задач, для нахожде­
ния паросочетаний в графе и т. д.). Однако, число таких задач 
невелико.

Анализ трудностей, встретившихся на пути создания эффек­
тивных методов решения дискретных задач, привел к поста­
новке центральной теоретико-методологической проблемы всей 
дискретной математики — можно ли исключить перебор при ре­
шении дискретных задач? Другими словами, речь идет о прин­
ципиальной возможности найти нужное решение (например, 
оптимальное), не перебирая всех или почти всех вариантов в 
задаче. Эта проблема имеет не только чисто математическое, но 
и глубокое познавательное значение. Оно заключается в том, 
что при поиске эффективных точных методов решения широ­
кого класса дискретных задач надо учитывать возможность 
отсутствия таких методов и, следовательно, уметь вовремя огра­
ничить “аппетит”, признав что существуют “труднорешаемые 
задачи’’. До настоящего времени эта проблема остается от­
крытой.

Феномен труднорешаемых задач не нов для математики. 
После уточнения понятия алгоритма было обнаружено наличие 
алгоритмически неразрешимых проблем. В качестве наиболее 
известного примера укажем десятую проблему Гильберта: “Су­
ществует ли алгоритм, который по данному многочлену 
р(х  1, х„) с целыми коэффициентами распознает, имеет ли
уравнение р =  0 решение в целых числах” . Как показал 
Ю. В. Матиясевич [376], такого алгоритма в принципе не су­
ществует.

В переборных задачах, как правило, имеется конечное множе­
ство вариантов, среди которых нужно найти решение. Так, в за­
даче о рюкзаке решение отыскивается среди 2" булевских векто­
ров длины п, и перебрав это экспоненциальное множество век­
торов, мы обязательно решим задачу. Но с ростом п число 
векторов быстро растет и задача становится “труднорешаемой”, 
т. е. практически неразрешимой. Поэтому в конечной области 
аналогом алгоритмической неразрешимости является перебор 
экспоненциального числа вариантов, а аналогом алгоритмиче­
ской разрешимости — существование алгоритма существенно 
более экономичного, чем перебор. Стало общепринятым считать 
переборную задачу решаемой эффективно, если имеется алго­
ритм, решающий ее за время, ограниченное полиномом от “раз­
мера задачи”.

В настоящей книге систематически излагается концепция 
эффективной (полиномиальной) сводимости переборных задач, 
развитая в работах С. Кука [91], Р. Карпа [280], Л. Левина
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[340], а также освещаются более поздние результаты в этой 
области. Роль основного инструмента здесь играет понятие сво­
димости задач, возникшее в математической логике. Говорят, 
что переборная задача П 1 сводится к переборной задаче П2, 
если метод решения задачи П2 можно преобразовать в метод 
решения задачи П). Сводимость называется полиномиальной, 
если подобное преобразование можно осуществить за полино­
миальное время. Главными объектами теории являются: класс 
NP всех переборных задач и класс Р переборных задач, раз­
решимых за полиномиальное время на машине Тьюринга. Оче­
видно, что Р S  NP. Центральным в теории сводимости является 
вопрос о том, совпадают ли классы Р и NP — такова математи­
ческая формулировка проблемы элиминации перебора.

В классе NP выявлены так называемые универсальные (или 
NP-полные) задачи, к которым полиномиально сводится любая 
задача из NP. В этом смысле универсальные задачи как бы 
дают эталон сложности. В настоящее время установлена уни­
версальность многих задач, эквивалентных между собой отно­
сительно полиномиальной сводимости. В книге приведено много 
примеров NP-полных задач. Если бы удалось доказать, что хотя 
бы какая-то одна NP-полная задача принадлежит классу Р, то 
тем самым было бы доказано, что Р =  NP, и можно было бы в 
принципе надеяться на построение эффективных алгоритмов для 
различных классов дискретных задач. Если же классы Р и NP 
различны, то придется разрабатывать эффективные алгоритмы 
для все более узких классов задач. Однако возможна и такая си­
туация, что гипотезу Р Ф  NP (принимаемую многими матема­
тиками) нельзя ни доказать, ни опровергнуть (аналогично кон­
тинуум-гипотезе) .

Большой практический опыт решения дискретных задач дает 
основание считать, что NP-полные задачи и задачи из Р сильно 
отличаются по трудоемкости решения, но в строгом смысле до 
сих пор это различие и, следовательно, различие между клас­
сами Р и NP не доказано. Это, в частности, объясняется тем, 
что классы Р и NP определяются с помощью понятия времени 
работы вычислительного устройства с потенциально неограни­
ченной памятью. Однако хорошо известно, что время выполне­
ния алгоритма на машине плохо поддается описанию и анализу 
общематематическими средствами. Следует отметить, что еще 
в 1965 г. Кобхэм [80] попытался описать сложность вычисления 
функций внутренним образом, в рамках последовательности ал­
гебраических операций, порождающих эти функции. К сожале­
нию, эта работа оказалась в тени, поскольку в то время не было 
еще теории сводимости переборных задач.

Излагаемая в книге и ставшая уже классической тео­
рия полиномиальной сводимости была построена для задач
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распознавания свойств. Оказывается, можно построить анало­
гичную теорию (полиномиальной) сводимости для экстремаль­
ных дискретных задач [16*, 31*, 32*]. Более того, при построе­
нии указанной теории можно не пользоваться моделью вычис­
лительного устройства, т. е. сделать ее машинно независимой, 
а все изложение вести в терминах вычислимых операторов над 
функциями [16*, 21*, 22*].

Книга Гэри и Джонсона— это, насколько нам известно, пер­
вая монография по теории полиномиальной сводимости дискрет­
ных задач. В ней систематически изложен материал, разбро­
санный по журнальным статьям и отчетам. Авторы не ограни­
чились описанием концепции Кука — Карпа — Левина, а допол­
нили ее новыми вопросами, в том числе своими собственными 
результатами. Особый интерес в этом смысле представляют 
гл. 6—7, где собран большой теоретический материал по новым 
направлениям исследований и намечаются “точки роста” тео­
рии. О разнообразии и богатстве материала этих глав свиде­
тельствует краткий перечень вопросов, освещаемых в них: оцен­
ки алгоритмов, их отклонения от оптимума, оценки в худшем 
случае и в среднем для различных классов задач; структура 
класса NP, существование в NP труднорешаемых задач, отлич­
ных от NP-полных; полиномиальная по сложности иерархия за­
дач; сложность задач определения числа решений без их предъ­
явления; различные типы вычислительных ресурсов, используе­
мых при решении задач; взаимосвязь между сложностью по 
времени и сложностью по памяти; задачи с логарифмической 
памятью, сводимость с логарифмической памятью; доказатель­
ства труднорешаемости задач.

Книга содержит поистине уникальное приложение—в нем 
собрано более 300 задач из различных областей науки: теории 
графов, математического программирования, теории расписаний, 
теории языков и автоматов, математической логики, и отдель­
но— открытых задач. Здесь для каждой задачи, помимо основ­
ной формулировки и источника, приводится комментарий, вклю­
чающий сводку результатов о задаче и ее модификациях (с ука­
занием авторов), а также смежные вопросы. Все это де­
лает приложение исключительно ценным справочным посо­
бием.

В конце книги дана обширная библиография — около 600 ра­
бот. Мы сочли целесообразным несколько расширить библиогра­
фический список, добавив ряд работ — либо вышедших поз­
же, либо оказавшихся вне поля зрения авторов. Эти работы 
дают представление о новых направлениях исследований и ре­
зультатах в рассматриваемой области. (Добавленные при пере­
воде работы сведены в отдельный список и их номера помечены 
звездочкой.)
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Книга хорошо написана и читается достаточно легко, хотя 
новизна материала и, как следствие, не вполне установившаяся 
терминология затрудняли работу переводчиков и редактора. Не­
удивительно, что при большой насыщенности и разнообразии 
материала в книге обнаружились некоторые неточности, по­
грешности, опечатки, которые переводчики и редактор поста­
рались устранить путем введения соответствующих примечаний 
или небольшого исправления авторского текста.

Книга предназначена для математиков, а также для всех, 
кто интересуется дискретными и комбинаторными задачами и 
их приложениями. Она отражает новое направление в развитии 
теории дискретных и комбинаторных задач. Внимательный чи­
татель найдет в ней новый взгляд на дискретные задачи, све­
жие идеи, подходы, много открытых вопросов, порождающих и 
стимулирующих интерес к самостоятельной творческой работе.

В заключение хочется поблагодарить Ю. И. Хмелевского, 
М. Р. Когаловского, В. П. Гришухина.А. Л. Семенова, С. Г. Влэ- 
дуца, А. Б. Ароновича за помощь в работе над переводом книги: 
их замечания и советы помогли устранить ряд неточностей и 
способствовали улучшению качества перевода.

А. Фридман



ПРЕДИСЛОВИЕ

Найдется немного научных терминов, так быстро завоевав­
ших широкую известность, как понятие “NP-полная задача”. За 
короткий отрезок времени с момента возникновения этого поня­
тия в начале 70-х годов оно стало символом громадных трудно­
стей, с которыми все чаще приходится сталкиваться разработ­
чикам алгоритмов по мере того, как они берутся за решение за­
дач постоянно возрастающей размерности и усложняющейся 
структуры. Многочисленные и разнообразные задачи, часто 
встречающиеся в математике, теоретическом программировании 
и исследовании операций, оказались NP-полными, и список та­
ких задач пополняется почти ежедневно. NP-полные задачи на­
столько широко распространены, что для всех, кто в своей ра­
боте соприкасается с вычислительными аспектами указанных 
областей, очень важно понимать смысл и значение этого по­
нятия.

Настоящая книга задумана как подробное руководство по 
теории NP-полных задач; здесь особое внимание уделено тем 
понятиям и приемам, которые представляются наиболее полез­
ными для применения теории к практическим задачам. Книгу 
можно условно разбить на три части.

В первой части (гл. 1—5) изложены основы теории NP-пол­
ных задач. Гл. 1 представляет собой сравнительно элементарное 
введение в некоторые центральные понятия вычислительной 
сложности, и в этом контексте обсуждается значение NP-полных 
задач. В гл. 2—5 подробно изложены определения и методы до­
казательства, необходимые для того, чтобы глубже понять тео­
рию и научиться ею пользоваться на практике.

Во второй части (гл. 6 и 7) дан обзор двух альтернативных 
направлений дальнейшего изучения. В гл. 6 внимание сосредо­
точено на поиске эффективных “приближенных” алгоритмов ре­
шения NP-полных задач, т. е. области, тесно связанной с тео­
рией NP-полноты. В гл. 7 обсуждаются многочисленные теоре­
тические вопросы сложности вычислений, многие из которых 
возникли в результате развития теории NP-полных задач, изло­
женной в предыдущих главах. Обе эти главы (особенно гл. 7) 
следует рассматривать исключительно как введение в соответ­
ствующие области. Читателю, желающему более детально озна­
комиться с теми или иными вопросами, следует обратиться к 
указанной нами литературе.
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Третья, заключительная часть книги — приложение. В нем 
содержится большой список NP-полных и NP-трудных задач (бо­
лее 300 основных задач и большое число относящихся к ним 
результатов). В примечаниях к задачам обсуждаются известные 
результаты, касающиеся сложности подзадач и различных мо­
дификаций основной задачи.

Книгой можно пользоваться как вспомогательным материа­
лом к курсам по построению алгоритмов, вычислительной слож­
ности, исследованию операций или комбинаторной математике. 
С нее можно, например, начинать семинар по приближенным 
алгоритмам или вычислительной сложности для студентов стар­
ших курсов и аспирантов. Один из авторов книги (Д. Джонсон), 
использовал первоначальный вариант книги в качестве основы 
семинара аспирантов по приближенным алгоритмам. При этом 
гл. 1—5 были пройдены за 5 недель, а изучение гл. 6 сопро­
вождалось широким привлечением материала, указанного в 
библиографическом списке. Семинар по теории сложности 
можно организовать аналогичным образом, приняв в качестве 
основы для изучения литературы гл. 7 вместо гл. 6. Эти главы 
можно также изучать и одновременно, на “комбинированных” 
семинарских занятиях.

В более общем смысле книга может служить как учебником 
для читателя, интересующегося теорией NP-полных задач, так и 
справочником для исследователя и практика, сталкивающегося 
с алгоритмами и их сложностью. К изучению NP-полных задач, 
приведенных в приложении, читатель может приступить сразу, 
даже не прочитав основного материала книги, — для этого тре­
буется лишь знакомство с основными понятиями теории N P-пол­
ных задач. Начинающие могут достичь такого знакомства, если 
бегло прочтут гл. 1—5, концентрируя внимание на неформаль­
ных обсуждениях определений и методов и обращаясь к фор­
мальным рассуждениям только тогда, когда это необходимо для 
полной ясности. Чтобы этой книгой можно было пользоваться 
как справочником, в предметный указатель включено большое 
число терминов, а в обширной библиографии приведены номера 
разделов книги, в которых упоминаются соответствующие 
работы.

Мы признательны многим людям, помогавшим нам в работе 
над книгой. X. Габов, Л. Лэндвебер и Р. Тарьян ознакомились 
с первоначальным ее вариантом и исходя из своего опыта вне­
сли ценные предложения. А. Ахо, Ш. Ивен, Р. Грэхем, Г. Хант,
В. Кли, А. Мейер, К. Пападимитриу, Г. Поллак, С. Сахни, 
Р. Сефи, Л. Стокмейер и Дж. Ульман прочли рукопись всей 
книги или ее отдельных частей и сделали конструктивные за­
мечания. Мы не смогли бы здесь перечислить всех исследовате­
лей, которые откликнулись на нашу просьбу присылать
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результаты об NP-полноте задач и помогли нам составить об­
ширный список NP-полных задач. Их имена можно найти в 
библиографии. Несколько наших коллег по Bell Laboratories, 
особенно Б. Керниган, оказали нам неоценимую помощь при ма­
шинном наборе книги с помощью вычислительной системы 
UNIXR. Наконец, хотелось бы особенно отметить Ж. Рейнболд, 
которая превратила наши рукописные иероглифы в безупреч­
ные полиграфические данные, чем существенно способствовала 
созданию этой книги.

М уррей Хилл, Нью Джерси, Майкл Р. Гэри
октябрь, 1978 Дэвид С. Джонсон



1. Вычислительные машины, сложность 
и труднорешаемые задачи

1.1. ВВЕДЕНИЕ

Охарактеризовать предмет этой книги, пожалуй, лучше всего 
можно на таком несколько экстравагантном примере.

Представьте себе, что вы, как и авторы книги, занимаетесь 
исследовательской работой в одной из отраслей промышленно­
сти. Однажды шеф вызывает вас к себе в кабинет и довери­
тельно сообщает, что компания собирается приступить к произ­
водству и продаже “бандерснечей” *) в условиях жесткой кон­
куренции. По этой причине нужен хороший метод, выявляющий 
возможность (или невозможность) создания новых изделий — 
узлов бандерснеча с заданными техническими характеристи­
ками, причем этот метод должен выдавать ответ для любого 
заданного набора технических характеристик. Кроме того, в 
случае положительного ответа требуется представить проект 
соответствующего бандерснеча. Так как вы отвечаете за разра­
ботку алгоритмов в фирме, то вам и предстоит отыскать тре­
буемый метод и построить соответствующий эффективный алго­
ритм.

Получив в Отделе бандерснечей необходимые разъяснения 
по постановке задачи, вы спешите в свой кабинет, запасаетесь 
справочниками и с большим энтузиазмом погружаетесь в ре­
шение задачи. Спустя несколько недель кабинет завален гру­
дами скомканных черновиков, а ваш энтузиазм заметно поуба­
вился. Вам все еще не удалось придумать алгоритма сущест­
венно лучшего, чем перебор всех возможных вариантов. За по­
добное решение вы едва ли удостоитесь похвалы шефа, по­
скольку перебор всех вариантов только для одного набора тех­
нических характеристик потребует нескольких лет машинного 
времени, а в Отделе бандерснечей уже по тринадцати узлам 
бандерснеча наблюдается отставание от намеченного графика. 
Естественно, что у вас нет желания возвращаться в кабинет 
шефа со словами:

■) Бандерснеч, или Брандашмыг, — фантастический образ в сказке Льюи­
са Кэррола «Алиса в Зазеркалье», это слово точного смысла не имеет. Как 
сказала сама Алиса, «такие слова наводят на всякие мысли, хоть и неясно — 
на какие». — Прим, перев.
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“Я не могу найти эффективного алгоритма, боюсь, что я для 
этого слишком туп”.

Для вашего положения в компании было бы гораздо лучше, 
если бы вы смогли доказать, что поставленная задача в прин­
ципе труднорешаема и что ни один алгоритм вообще не в со­
стоянии решить ее быстро. В этом случае вы могли бы уверенно 
шагнуть в кабинет шефа и заявить:

“Я не могу найти эффективного алгоритма, потому что та­
кого алгоритма не существует!”

К сожалению, доказать, что задача труднорешаема, может 
быть, не менее трудно, чем найти эффективные алгоритмы. 
Даже выдающиеся теоретики оказывались беспомощными в по­
пытках получить подобное доказательство для часто встречаю­
щихся трудных задач. Тем не менее эта книга поможет вам 
найти достойный выход из положения. Теория NP-полных задач 
предлагает много простых методов доказательства того, что 
та или иная конкретная задача столь же трудна, как и большое
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число других задач, признанных очень трудными и уже много 
лет не поддающихся усилиям специалистов.

Взяв на вооружение эти методы, вы могли бы доказать NP- 
полноту задачи о бандерснече и таким образом установить ее 
эквивалентность всем другим трудным задачам этого класса. 
В этом случае можно было бы смело отправиться к шефу и 
сообщить:

“Я не могу найти эффективного алгоритма, но этого не мо­
жет сделать и никто из этих знаменитостей”.

Во всяком случае, ваше начальство будет знать, что нет 
смысла увольнять вас и брать на работу другого специалиста 
по алгоритмам.

Разумеется, наше собственное начальство вряд ли одобрило 
бы написание этой книги, если бы ее единственной целью было 
защитить разработчиков алгоритмов. На самом деле выявление 
NP-полноты — это обычно лишь начало работы над задачей. 
Проблемы отдела бандерснечей не исчезнут сразу лишь потому, 
что поставленная задача оказалась NP-полной. Однако знание 
этого факта действительно дает ценную информацию о том, 
какие подходы к ее решению окажутся наиболее перспектив­
ными.

Очевидно, что в этом случае не следует делать ставку на 
поиски эффективного точного алгоритма. Лучше сосредоточить 
свое внимание на иных, более скромных подходах. Например, 
вы могли бы начать разработку эффективных алгоритмов, по­
зволяющих решать различные частные случаи поставленной



16 U Сложность и труднорешаемые задачи

общей задачи. Можно было бы заняться отысканием алгорит­
мов, хотя и не гарантирующих быстрого решения, однако рабо­
тающих быстро в большинстве случаев. Наконец, можно даже 
ослабить некоторым образом постановку задачи и искать быст­
рый алгоритм проектирования бандерснечей, у которого задан­
ным требованиям удовлетворяет большая часть характеристик. 
Короче говоря, основное предназначение теории NP-полных 
задач состоит в том, чтобы помочь разработчикам алгоритмов 
и направить их усилия на выбор таких подходов к решению 
задач, которые, вероятнее всего, приведут к практически полез­
ным алгоритмам.

В первой главе настоящего “руководства” по теории NP- 
полных задач мы введем многие основные понятия, рассмотрим 
их применимость (а также выскажем некоторые предостереже­
ния) и охарактеризуем содержание остальной части книги.

1.2. ЗАДАЧИ, АЛГОРИТМЫ И СЛОЖНОСТЬ
Для того чтобы в дальнейшем изучать такие понятия, как 

“труднорешаемые задачи” и “эквивалентные по сложности за­
дачи”, необходимо сначала договориться о значении нескольких 
основных терминов.

Начнем с понятия задачи. Под массовой задачей (или просто 
задачей) мы будем понимать некоторый общий вопрос, на ко­
торый следует дать ответ. Обычно задача содержит несколько 
параметров, или свободных переменных, конкретные значения 
которых не определены. Задача П определяется следующей ин­
формацией:
(1) общим списком всех ее параметров,
(2) формулировкой тех свойств, которым должен удовлетворять 

ответ или, другими словами, решение задачи.
Индивидуальная задача 1 получается из массовой задачи П, 

если всем параметрам задачи П присвоить конкретные зна­
чения.

В качестве примера рассмотрим классическую задачу о ком­
мивояжере. Параметры этой массовой задачи состоят из конеч­
ного набора “городов” С =  (ci, с2, . . . ,  ст} и расстояний 
d(ci, с/) между каждой парой городов а, с/ из С. Решение — 
это такой упорядоченный набор < с я(1), сл<2), •••, сЛ(т )>  задан­
ных городов, который минимизирует величину

т - 1

2  d i C n U ) >  W u )  +  d (Cmrn), С п  (1))- 1 = 1
Это выражение дает длину маршрута, начинающегося в городе 
ся(1), проходящего последовательно через все города и возвра­
щающегося в ся(1) непосредственно из последнего города сл т̂).
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Индивидуальная задача о коммивояжере, показанная на 
рис. 1.1, задается следующим образом:

C =  {cit с2, с3, с4}, d{cu с2) =  10, d(cu с3) =  5,
d =  (ch с4) =  9, d(c2, с3) =  6, d (с2, с4) =  9, d(c3, <?4) =  3.

Последовательность <Ci, с2, с4, с3> представляет собой реше­
ние задачи, поскольку соответствующий маршрут имеет мини­
мальную возможную длину, равную 27.

Под алгоритмом будем понимать общую, выполняемую шаг 
за шагом процедуру решения задачи. Для определенности мы 
можем считать ее програм­
мой для ЭВМ, написанной 
на формальном машинном 
языке. Будем говорить, чго 
алгоритм решает массовую 
задачу П, если он приме­
ним к любой индивидуаль­
ной задаче /  из П и обяза­
тельно дает решение зада­
чи I. Подчеркнем, что тер­
мин “решение” понимается 
здесь строго в соответствии 
с данным выше определе­
нием. Поэтому, в частности, 
нельзя сказать, что алго­
ритм “решает” задачу о 
коммивояжере, если он не 
выдаст маршрут минимальной длины хотя бы для какой-то од­
ной индивидуальной задачи.

Вообще говоря, нам нужен наиболее “эффективный” алго­
ритм для решения задачи. В самом широком смысле понятие 
эффективности связано со всеми вычислительными ресурсами, 
необходимыми для работы алгоритма. Однако обычно под “са­
мым эффективным” алгоритмом понимается самый быстрый. 
Поскольку ограничения по времени часто являются доминирую­
щим фактором, определяющим пригодность конкретного алго­
ритма для практики, основное внимание мы сосредоточим глав­
ным образом на этом виде ресурсов.

Время работы алгоритма удобно выражать в виде функции 
от одной переменной, характеризующей «размер» индивидуаль­
ной задачи, т. е. объем входных данных, требуемых для описа­
ния этой задачи. Такой подход удобен, поскольку в дальнейшем 
сравнительная сложность задач будет оцениваться через их раз­
меры. Часто размер задачи измеряется неформально. В задаче 
о коммивояжере, например, для этой цели обычно используется

Рис. 1.1. Индивидуальная задача о 
коммивояжере и маршрут минимальной 

возможной длины, равной 27.
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число городов. Однако в задаче с пг городами кроме номеров 
этих городов на объем входной информации влияют также 
m {m — 1)/2 величин, определяющих расстояния между горо­
дами, и значения этих величин. Если нам предстоит иметь дело 
с временными характеристиками в точной математической по­
становке, то мы должны так определить размер задачи, чтобы 
все эти факторы были учтены.

Для этого обратим внимание на то, что описание индиви­
дуальной задачи, которое мы даем в терминах входа для ЭВМ, 
можно рассматривать как одну конечную цепочку (или слово) 
символов, выбранных из конечного входного алфавита. Невзи­
рая на то что существуют различные пути описания данной ин­
дивидуальной задачи, предположим, что заранее выбран неко­
торый определенный способ и что с каждой массовой задачей 
связана некоторая фискированная схема кодирования, которая 
отображает индивидуальные задачи в соответствующие цепочки 
символов. Входная длина индивидуальной задачи /  из П опреде­
ляется как число символов в цепочке, полученной применением 
к задаче I  схемы кодирования для массовой задачи П. Именно 
это число, т. е. входная длина, и используется в качестве фор­
мальной характеристики размера индивидуальной задачи.

Например, различные конкретные задачи о коммивояжере 
можно описать с помощью алфавита {с, [ , ] , / ,  0, 1, 2, 3, 4, 5, 
6, 7, 8, 9}, при этом предыдущий пример будет закодирован в 
виде такой цепочки символов:

с [1] с [2] с [3] с [4]//10/5/9//6/9//3

Более сложные индивидуальные задачи кодируются анало­
гичным образом. При такой кодирующей схеме для задачи о 
коммивояжере входная длина в нашем примере будет равна 32.

Временная сложность алгоритма отражет требующиеся для 
его работы затраты времени. Это функция, которая каждой 
входной длине п ставит в соответствие максимальное (по всем 
индивидуальным задачам длины п) время, затрачиваемое алго­
ритмом на решение индивидуальных задач этой длины.

Естественно, что эта функция не будет полностью опреде­
лена до тех пор, пока не зафиксирована схема кодирования, 
определяющая входную длину индивидуальной задачи, и не 
выбрано вычислительное устройство (или его модель), опреде­
ляющее время работы. Однако, как будет видно из дальней­
шего, подобные детали окажут незначительное влияние на раз­
личия между классами, возникающими в теории NP-полных 
задач. Поэтому в дальнейшем читателю рекомендуется зафикси­
ровать мысленно какую-либо конкретную схему кодирования 
для каждой задачи, рыбрать рекоторое конкретное вычисли­
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тельное устройство или его модель и рассматривать затем вре­
менную сложность алгоритмов в соответствии с получающимися 
входными длинами и соответствующими затратами времени.

1.3. ПОЛИНОМИАЛЬНЫЕ АЛГОРИТМЫ 
И ТРУДНОРЕШАЕМЫЕ ЗАДАЧИ

Разные алгоритмы имеют различную временную сложность, 
и выяснение того, какие алгоритмы “достаточно эффективны”, а 
какие “совершенно неэффективны”, всегда будет зависеть от 
конкретной ситуации. Однако теоретики, занимающиеся разра­
боткой и анализом алгоритмов, предлагают для сравнения эф­
фективности алгоритмов один простой подход, позволяющий 
существенно прояснить ситуацию. Речь идет о различии ме­
жду полиномиальными и экспоненциальными алгорит­
мами.

Будем говорить, что функция f(n) есть 0(g(ri)) ,  если су­
ществует константа с, такая, что |/(л ) | ^  c |g (n ) | для всех зна­
чений п ^  0. Полиномиальным алгоритмом (или алгоритмом 
полиномиальной временной сложности) называется алгоритм, у 
которого временная сложность равна 0 (р (п )) , где р(п)  — не­
которая полиномиальная функция, а п — входная длина. Алго­
ритмы, временная сложность которых не поддается подобной 
оценке, называются “экспоненциальными” (следует отметить, 
что это определение включает и такие функции, как в1огя, — 
хотя они и не являются полиномиальными, но обычно не счи­
таются экспоненциальными).

Различие между двумя указанными типами алгоритмов ста­
новится особенно заметным при решении задач большого раз­
мера. Таблица на рис. 1.2 позволяет сравнить скорости роста 
нескольких типичных полиномиальных и экспоненциальных 
функций. (Обратите внимание на чрезвычайно быстрый рост 
двух приведенных экспонент.)

Различие между полиномиальными и экспоненциальными 
алгоритмами проявляется еще более убедительно, если проана­
лизировать влияние увеличения быстродействия ЭВМ на время 
работы алгоритмов. Рис. 1.3 показывает, насколько увеличатся 
размеры задач, решаемых за один час машинного времени, если 
благодаря совершенствованию технологии быстродействие ЭВМ 
возрастет в 100 или 1000 раз по сравнению с современными 
машинами. Заметим, что для функции f{n) =  2я увеличение ско­
рости вычислений в 1000 раз приводит лишь к тому, что размер 
наибольшей задачи, разрешимой за один час, возрастет только 
на 10, в то время как для функции f(n) =  п5 этот размер воз­
растет почти в 4 раза.
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Размер п
Функция
временной 10 20 30 40 50 60
сложности

п 0,00001 0,00002 0,00003 0,00004 0,00005 0,00006
сек сек сек сек сек сек

пг 0,0001 0,0004 0,0009 0,0016 0,0025 0,0036
сек сек сек сек сек сек

п3 0,001 0,008 0,027 0,064 0,125 0,216
сек сек сек сек сек сек

п5 0,1 3,2 24,3 1,7 5,2 13,0
сек сек сек мин мин мин

2* 0,001 1,0 17,9 12,7 35,7 366
сек сек мин дней лет столетий

3" 0,059 58 6,5 3855 2хЮ8 1,3 х 101Э
сек мин лет столетий столетий столетий

Ряс. 1.2. Сравнение нескольких полиномиальных и экспоненциальных функ­
ций временной сложности.

Размеры наибольшей задачи, 
разрешимой за один час

Функция
Временной
сложности

На современных
эвп

На ЭВП, В 100 раз 
более быстрых

На ЭВП, В 1000раз 
более быстрых

п N, 100 М 1000 М

п2 М 10 М 31,6 М

и3 N3 4,64 М 10 ЛГ3

п5 М 2,5 Л14 3,98 N4

2п М М + 6,64 lVj + 9,97

3" М М + 4,19 №+ 6,29

Рис. 1.3. Влияние технического совершенствования ЭВМ на полиномиаль­
ные и экспоненциальные алгоритмы.
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Эти таблицы демонстрируют некоторые причины, по которым 
полиномиальные алгоритмы обычно считаются более предпочти­
тельными по сравнению с экспоненциальными. Эта точка зре­
ния, различающая, с одной стороны, полиномиальные алгорит­
мы, а с другой стороны, экспоненциальные, является отправным 
пунктом в нашем определении труднорешаемых задач и теории 
NP-полных задач.

Основополагающий характер различия между этими двумя 
классами впервые обсуждался в работах Кобхэма [80] и 
Эдмондса [106]. В частности, Эдмондс отождествлял полино­
миальные алгоритмы с “хорошими” алгоритмами и высказал 
предположение, что некоторые задачи целочисленного програм­
мирования невозможно решить такими “хорошими” алгорит­
мами. Согласно такой точке зрения, экспоненциальные алго­
ритмы не следует считать “хорошими”, и чаще всего так оно 
и есть.

Большинство экспоненциальных алгоритмов — это просто ва­
рианты полного перебора, в то время как полиномиальные алго­
ритмы обычно можно построить лишь тогда, когда удается более 
глубоко проникнуть в суть решаемой задачи. Имеется широко 
распространенное соглашение, согласно которому задача не 
считается “хорошо решаемой” до тех пор, пока для нее не по­
лучен полиномиальный алгоритм. Поэтому мы будем называть 
задачу труднорешаемой, если для ее решения не существует 
полиномиального алгоритма.

Конечно, это формальное определение следует рассматри­
вать только как одну из возможных трактовок понятия “труд­
норешаемая задача”. Различие между “эффективными” (поли­
номиальными) алгоритмами и “неэффективными” (экспонен­
циальными) алгоритмами может принять совсем иной характер, 
когда размеры решаемых задач невелики. Даже на рис. 1.2 
функция f ( n ) =  2" ведет себя лучше, чем f(n) =  n8 при п 20. 
Можно легко построить еще более яркие примеры

Более того, известны некоторые экспоненциальные алгорит­
мы, весьма хорошо зарекомендовавшие себя на практике. Дело 
в том, что временная сложность определена нами как мера по­
ведения алгоритма в наихудшем случае, и тот факт, что ка­
кой-то алгоритм имеет временную сложность порядка 2я, озна­
чает только, что решение по крайней мере одной индивидуаль­
ной задачи размера п требует времени порядка 2я. На самом 
деле может оказаться, что большинство индивидуальных задач 
требует для своего решения значительно меньших затрат вре­
мени, и такого рода ситуация действительно имеет место для 
нескольких хорошо известных алгоритмов. Например, как было 
установлено в работах Кли и Минти [291], а также Заде [544], 
еимплекс-метод для решения задач линейного программирования
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имеет экспоненциальную временную сложность1), но в то же 
время многочисленные свидетельства подтверждают, что этот 
метод хорошо работает на практике. Другой пример: алго­
ритмы ветвей и границ столь успешно решают задачу о рюкзаке, 
что многие исследователи считают эту задачу “хорошо решае­
мой”, хотя алгоритмы ветвей и границ имеют экспоненциальную 
временную сложность.

К сожалению, подобные примеры очень редки. Хотя экспо­
ненциальные алгоритмы известны для многих задач, немногие 
из них считаются приемлемыми для практических целей. Даже 
при наличии успешно работающих экспоненциальных алгорит­
мов, упомянутых выше, исследователи не отказались от попы­
ток найти для соответствующих задач полиномиальные алго­
ритмы. В действительности сам факт успешного применения 
экспоненциальных алгоритмов давал основание предположить, 
что они каким-то образом выявляют некоторые существенные 
особенности решаемых задач и что более глубокое их исследо­
вание может привести к дaльнeйшeмv улучшению методов. 
В настоящее время пока не получено удовлетворительных объ­
яснений, почему эти алгоритмы работают успешно, и не из­
вестны методы, позволяющие заранее прогнозировать хорошую 
работу того или иного экспоненциального алгоритма в практи­
ческой ситуации.

С другой стороны, полиномиальные алгоритмы часто позво­
ляют делать такого рода прогнозы, поскольку полиномиальные 
функции значительно более адекватно оценивают время работы 
алгоритмов. Хотя алгоритмы, имеющие временного сложность 
типа л 100 или 10"л2, не могут считаться эффективными с прак­
тической точки зрения, естественно возникающие “полиномиаль­
ные” задачи обычно требуют для своего решения (в самом худ­
шем случае) времени порядка л2 или л3, причем коэффициенты 
при старших членах полиномов не слишком велики. Алгоритмы, 
обладающие такими оценками, можно считать “эффективными”, 
и именно это весьма желательное свойство заставляет отдавать 
предпочтение полиномиальным алгоритмам как средству реше­
ния задач.

Наше определение “труднорешаемой задачи” создает базу 
для теории, обладающей значительной общностью и большими 
возможностями. Понятие труднорешаемой задачи оказывается, 
по существу, независимым от конкретной схемы кодирования и 
модели ЭВМ, используемых при определении временной слож­
ности.

') Аналогичный результат установлен в работе Диница и Карзанова 
[17*]. — Прим, перев.
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Рассмотрим сначала схемы кодирования. Предположим, на­
пример, что решаемая задача определена на графе G =  (V, Е), 
где V — множество вершин, Е — множество ребер и каждое ре­
бро понимается как неупорядоченная пара вершин. Условия 
этой задачи могут быть описаны (см. рис. 1.4) либо просто

Схема кодирования Цепочка символов (слово) Олина

Списки Вершин и ребер V[1]V[2M3]V[4] (V[1]V[21) (V[2]V[3l) 36

Список соседей (V[2])(V[1]V[3])(V[2])() 24

Строки матрицы инциденций 0100/1010/0010/0000 19

Рис. 1.4. Описания графа G =  (V, Е), где V =  {щ, о2, о3, о4}, £  =  U«i, tij}, 
{t>2, изН. при трех разных схемах кодирования.

списками всех вершин и ребер, либо с помощью матрицы инци- 
денций графа, либо составлением для каждого узла списка всех 
узлов, имеющих с данным общее ребро (“списки соседей”). Эти 
схемы кодирования для одного и того же графа могут дать 
входы разной длины. Однако легко проверить (см. рис. 1.5), что

Схема кодирования Нижняя оценка Верхняя оценка

Списки Всршини ребер 4v + 10е 4v + 10е + (v + 2e)-[logiotl

Список соседей 2v + 8е 2v + 8е + 2e-[log10v]

Патрица инциденций V 2 + v — 1 +;i> -  1

Рис. 1.5. Общие оценки длины входа для трех схем кодирования графа 
G =  (У, Е), представленных на рис. 1.4, где [V | =  o, | £ |  =  е. Поскольку 
е <  о*, эти оценки показывают, что длины входа отличаются друг от друга 
не более чем полиномиальным образом ([*] обозначает наименьшее целое 

число, не меньшее, чем х).

получаемые входы отличаются друг от друга не более чем “по­
линомиальным образом”, т. е. любой алгоритм, имеющий поли­
номиальную временную сложность при одной из этих схем 
кодирования, будет также обладать полиномиальной временной 
сложностью при всех остальных схемах.

В действительности стандартные схемы кодирования, исполь­
зуемые на практике для любой конкретной задачи, по-видимому, 
всегда будут отличаться друг от друга не более чем полино­
миальным образом. Было бы трудно представить себе разум­
ную схему кодирования для какой-либо задачи, которая
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отличалась бы более чем полиномиальным образом от стандарт* 
ных схем. Хотя мы не можем формально выразить такое поня­
тие, как “разумная схема кодирования”, следующие два условия 
охватывают важные требования, связанные с этим понятием:

(1) код любой индивидуальной задачи I должен быть “сжа­
тым”, т. е. не содержать избыточной информации или символов;

(2) числа, входящие в условия задачи /, должны быть пред­
ставлены в двоичной системе счисления (или десятичной, или 
восьмеричной, или иметь любое другое основание, но только 
не 1).

Если мы ограничимся рассмотрением только тех схем коди­
рования, которые удовлетворяют этим условиям, то выяснение 
вопроса, является ли данная задача труднорешаемой, не будет 
зависеть от выбора конкретной схемы кодирования.

Моделируемая машина В
Моделирующая машина А

тт кПТ МПД

Машина Тьюринга в 1 лентой (1ПТ) 9(г(п)) 0(T(n)logT(n))

Цашина Тьюринга с к лентами (кМТ) О(ТЧп)) _ O(r(n)logr(n)).

Пашина произвольного доступа (МИД) 0 {ТЧп)) 0(ТЧп)) _

Рис. 1. в. Время, требуемое машиной А для моделирования работы алгоритма 
сложности Т (п) на машине В (например, см. [9, 215]).

Аналогичные замечания можно сделать относительно выбора 
модели ЭВМ. Все известные в настоящее время реалистические 
модели ЭВМ (например, одноленточные и многоленточные ма­
шины Тьюринга, машины с произвольным доступом к памяти) 
эквивалентны относительно полиномиальной временной слож­
ности (см. рис. 1.6). Можно ожидать, что и любая иная “разум­
ная” модель ЭВМ будет эквивалентна по сложности всем пере­
численным моделям.

Под словами “разумная модель” здесь главным образом 
имеется в виду то, что объем работы, выполняемой машиной в 
единицу времени, ограничен (сверху) полиномом. Так, напри­
мер, модель, обладающая способностью выполнять параллельно 
произвольно много операций, не будет считаться “разумной”, и 
в действительности ни одна из существующих (или проектируе­
мых) ЭВМ не обладает подобным свойством. Во всяком случае, 
если ограничиться рассмотрением стандартных моделей реаль­
ных ЭВМ, то класс труднорешаемых задач не будет зависеть
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выбора конкретной модели, и такой выбор можно осуществлять, 
исходя из интересов дела и не уменьшая при этом сферы при­
менимости наших результатов.

1.4. ЗАДАЧИ, ТРУДНОРЕШАЕМОСТЬ КОТОРЫХ 
ДОКАЗУЕМА

После того как мы обсудили формальное содержание поня 
тия “труднорешаемая задача”, уместно дать краткий обзор со­
временного состояния наших знаний о существовании трудно­
решаемых задач.

Сначала охарактеризуем различия между двумя аспектами 
труднорешаемости, которые отражены в нашем определении 
Первый аспект, который обычно имеется в виду, состоит в том, 
что для отыскания решения требуется экспоненциальное время. 
Второй заключается в том, что искомое решение настолько ве­
лико, что не может быть представлено в виде выражения, длина 
которого была бы ограничена полиномом от длины входа.

Вторая ситуация возникает, например, если в задаче о ком­
мивояжере в качестве дополнительного параметра фигурирует 
число В и требуется найти все маршруты длины, не превосхо­
дящей В. Легко построить индивидуальную задачу о комми­
вояжере, в которой имеется экспоненциальное число маршрутов 
длины, не превосходящей В, поэтому не существует алгоритма 
с полиномиальной временной сложностью, который все их пе­
речисляет.

Труднорешаемостью этого вида нельзя ни в коем случае 
пренебрегать, и очень важно ее своевременно обнаружить. 
В большинстве случаев, однако, ее наличие ясно из постановки 
задачи. Этот аспект труднорешаемости обычно можно рассмат­
ривать как указание на то, что постановка задачи не реалистич­
на, поскольку мы запрашиваем больше информации, чем когда- 
либо сможем использовать. В связи с этим с настоящего мо­
мента и до конца книги мы будем рассматривать только первый 
тип труднорешаемости. А именно будут изучаться только такие 
задачи, длина решения которых ограничена полиномиальной 
функцией от длины входной информации.

Первые результаты о труднорешаемости задач — классиче­
ские результаты о неразрешимости — были получены А. Тью­
рингом. Около 40 лет назад Тьюринг доказал, что некоторые 
задачи даже “неразрешимы” в том смысле, что вообще не су­
ществует алгоритма их решения. Он доказал, например, что не­
возможно указать алгоритм, который по произвольной програм­
ме определял бы, остановится ли эта программа на произвольно 
заданном входе или нет [517]. Известно большое число других 
неразрешимых задач. К ним относятся, в частности, задача
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выяснения тривиальности конечно-порожденных групп [440], 
десятая проблема Гильберта (разрешимость в целых числах по­
линомиальных уравнений) [376], а также несколько задач о по­
крытии плоскости равными областями [36]. Поскольку эти за­
дачи не могут быть решены никаким алгоритмом, то тем более 
они не разрешимы и полиномиальным алгоритмом и, значит, 
действительно труднорешаемы в самом сильном смысле.

Первые примеры труднорешаемых “разрешимых” задач 
были получены в начале 60-х годов, как один из результатов 
работы Хартманиса и Стирнза [204] по “иерархиям” сложно­
сти. Однако эти примеры включали только “искусственные” за­
дачи, специально построенные, чтобы обладать соответствую­
щими свойствами. Только в начале 70-х годов Мейеру и Сток- 
мейеру [384], Фишеру и Рабину [122] и нескольким другим 
авторам удалось показать, что некоторые “естественные” раз­
решимые задачи труднорешаемы.

В число этих задач вошло большое число изучавшихся ра­
нее задач из теории автоматов, формальной теории языков и 
математической логики. На самом деле было показано, что эти 
задачи не могут быть решены за полиномиальное время даже 
с помощью “недетерминированного” вычислительного устрой­
ства, обладающего способностью параллельно выполнять не­
ограниченное количество независимых вычислений. В дальней­
шем будет видно, что эта “нереалистичная” модель вычисли­
тельного устройства играет важную роль в теории NP-полных 
задач, а ее возможности будут очерчены более полно в гл. 2.

Все известные в настоящее время задачи, труднорешаемость 
которых доказана, попадают в один из перечисленных классов: 
они либо вовсе неразрешимы, либо труднорешаемы недетерми­
нированной машиной. Однако большинство представляющихся 
труднорешаемыми практических задач в действительности раз­
решимы и, более того, могут быть решены за полиномиальное 
время с помощью недетерминированного вычислительного 
устройства. Таким образом, известные методы недостаточно 
сильны, чтобы установить труднорешаемость этих задач.

1.5. NP-ПОЛНЫЕ ЗАДАЧИ
Пока теоретики продолжают поиск более мощных методов 

доказательства труднорешаемости задач, параллельно ведутся 
работы по сравнению сложности различных задач. Как уже 
было сказано ранее, обнаружение таких взаимосвязей между 
задачами часто может дать разработчику алгоритмов полезную 
информацию.

Основной метод, используемый для доказательства того, что 
две задачи близки, состоит в “сведении” их друг к другу с по­
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мощью конструктивного преобразования, которое отображает 
любую индивидуальную задачу первого типа в эквивалентную 
ей индивидуальную задачу второго типа. Такое преобразование 
позволяет превратить любой алгоритм решения второй задачи 
в соответствующий алгоритм решения первой задачи.

Много простых примеров подобной сводимости известно уже 
давно. Например, Данциг [99] свел несколько комбинаторных 
задач оптимизации к общей задаче 0-1 целочисленного програм­
мирования. Эдмондс [105] свел задачи из теории графов — 
“найти минимальное вершинное покрытие графа” и “найти ми­
нимальное независимое множество вершин графа” — к задаче 
“о покрытии”. Джимпел [173] свел задачу о покрытии к задаче 
о “покрытии простыми импликантами” из теории релейно-кон­
тактных схем. Данциг, Блаттнер и Рао [100] дали описание 
хорошо известной сводимости задачи о коммивояжере к задаче 
о кратчайшем пути, в которой допускаются ребра отрицательной 
длины.

Эти первые сводимости, хотя и были изолированы и относи­
лись к узкому кругу задач, предвосхитили дух результатов, кото­
рые доказываются в теории NP-полных задач.

Фундамент теории NP-полных задач был заложен в работе
С. Кука, опубликованной в 1971 г. под названием “Сложность 
процедур вывода теорем" [91]. В этой короткой, но элегантной 
работе Кук получил несколько важных результатов.

Во-первых, он подчеркнул важность понятия “сводимость за 
полиномиальное время”, т. е. сводимость, которая выполняется 
с помощью алгоритма с полиномиальной временной сложностью. 
Если одна задача сводится за полиномиальное время к другой, 
то любой полиномиальный алгоритм решения второй задачи мо­
жет быть превращен в полиномиальный алгоритм решения 
первой.

Во-вторых, он обратил внимание на класс задач распозна­
вания свойств (класс NP), которые могут быть решены за по­
линомиальное время на недетерминированном вычислительном 
устройстве. (Задачей распознавания свойств называется задача, 
решениями которой могут быть либо “да”, либо “нет”.) Боль­
шинство не поддающихся решению задач, которые встречаются 
на практике, после переформулировки их в виде задач распо­
знавания попадают в этот класс.

В-третьих, С. Кук доказал, что одна конкретная задача из 
NP, называемая задачей о выполнимости, обладает тем свой­
ством, что всякая другая задача из класса NP может быть све­
дена к ней за полиномиальное время1). Таким образом, если 
задача о выполнимости может быть решена за полиномиальное

») Такие задачи называют также «универсальными». — Прим. ред.
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время, то и любая задача из класса NP полиномиально разре­
шима, а если какая-то задача из NP труднорешаема, то и 
задача о выполнимости также должна быть труднорешаемой. 
Таким образом, в некотором смысле задача о выполнимости — 
“самая трудная” в классе NP.

Наконец, С. Кук предположил, что и другие задачи из клас­
са NP могут быть, аналогично задаче о выполнимости, самыми 
“трудными” представителями класса NP. Он показал это для 
следующей задачи: “Содержит ли заданный граф G полный 
подграф с заданным числом вершин?”

Вслед за этим Р. Карп опубликовал ряд результатов [280], 
из которых следует, что многие хорошо известные комбинатор­
ные задачи, включая задачу о коммивояжере, будучи сформу­
лированы в виде задачи распознавания, столь же “трудны”, как 
задача о выполнимости. Позднее относительно широкого круга 
других задач было доказано, что они по трудности эквивалент­
ны этим задачам, а сам класс эквивалентности, состоящий из 
“самых трудных” задач из NP, получил название “класс 
NP-полных задач" J) .

Оригинальные идеи Кука оказались удивительно плодотвор­
ными. Они позволили свести много разнообразных вопросов о 
сложности в единый вопрос: “Верно ли, что NP-полные задачи 
труднорешаемы?” Список, включенный в приложение к настоя­
щей книге, содержит сотни различных задач, NP-полнота кото­
рых уже установлена. По мере того как все больше и больше 
задач, представляющих интерес с разных точек зрения, попа­
дают в этот класс эквивалентности, его важность постоянно воз­
растает.

Вопрос о том, действительно ли NP-полные задачи трудно­
решаемы, в настоящее время считается одним из основных от­
крытых вопросов современной математики и теоретической ки­
бернетики. Вопреки готовности большинства специалистов счи­
тать, что все NP-полные задачи труднорешаемы, прогресс как 
в доказательстве, так и в опровержении этого далеко идущего 
предположения весьма незначителен. Однако, несмотря на от­
сутствие доказательства того, что из NP-полноты следует труд- 
норешаемость, NP-полнота задачи означает, что для ее решения 
полиномиальным алгоритмом требуется по крайней мере круп­
ное открытие.

1.6. О СОДЕРЖАНИИ КНИГИ
Хотя эта книга задумана прежде всего как руководство, по­

могающее выяснить, является ли NP-полной та или иная кон­
кретная задача (либо посредством отыскания ее в приложении, 1

1) Часто его называют «класс универсальных задач», — Прим, ред.
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либо путем самостоятельного доказательства), в ней также об­
суждаются различные возможности решения NP-полных задач. 
Ниже приводится краткий обзор содержания книги.

В гл. 2 изложены формальные основы теории NP-полных 
задач и доказывается теорема Кука. Здесь определяются цен­
тральные понятия теории NP-полных задач — “язык” и “маши­
на Тьюринга” и указывается их связь с понятиями “задача" и 
“модель вычислительного устройства”, которые обсуждались 
выше. Эта глава должна познакомить читателя с техникой рас- 
суждений, применяемых в теории NP-полных задач.

Гл. 3 посвящена методам доказательства NP-полноты раз­
личных задач. Большое число примеров иллюстрирует струк­
туру этих методов и поясняет, какой из них следует выбрать в 
каждом конкретном случае. По существу, доказательство 
NP-полноты задачи состоит в полиномиальном сведении к ней 
известной NP-полной задачи. В этой главе также дается обзор 
наиболее подходящих для этой цели NP-полных задач и демон­
стрируется их применение.

В гл. 4 изучаются подходы, с помощью которых теорией 
NP-полных задач можно пользоваться для более тщательного 
анализа сложности задачи, для поиска “границы” между 
полиномиально разрешимыми случаями задачи и NP-пол- 
ными.

В гл. 5 показано, как методы, применяемые для доказатель­
ства NP-полноты, можно перенести на задачи другого типа, 
с целью доказать, что они “столь же трудны”, как NP-полные 
задачи. Чтобы помочь читателю разобраться в литературе по 
теории NP-полных задач, мы также приводим краткий истори­
ческий обзор развития основных идей и изменений в термино­
логии.

В гл. 6 обсуждаются различные подходы к работе с трудно­
решаемыми задачами, особенно метод отыскания почти опти­
мальных решений с помощью быстрых алгоритмов. Приводятся 
примеры, демонстрирующие достоинства и недостатки этих ме­
тодов, а также иллюстрируется применение теории NP-полных 
задач в этой области.

Гл. 7 имеет целью познакомить читателя с некоторыми тео­
ретическими результатами и идеями, возникшими параллельно 
с теорией NP-полных задач. Обсуждаются следующие вопросы: 
полиномиальная иерархия, теория КР-полных задач, полнота 
в классе задач, распознаваемых с полиномиальной памятью, и 
“релятивизация” проблемы труднорешаемости NP-полных за­
дач.

Последнюю треть книги составляет приложение, в которое 
включено большое число NP-полных или более сложных задач, 
с соответствующими примечаниями. В списке задач выделены
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разделы, где собраны задачи из определенных областей, напри­
мер теории графов, теории расписаний, алгебры и теории чисел, 
теории покрытий и разбиений, математического программиро­
вания, теории языков и автоматов, и самые разные задачи, не 
попавшие в эту классификацию. В нем указаны также ссылки 
на близкие задачи, разрешимые за полиномиальное время, а 
также задачи, вопрос о сложности которых остается открытым, 
т. е. относительно которых не известно ни полиномиального ал­
горитма решения, ни доказательства NP-полноты.



2. Теория NP-полных задач

В настоящей главе изложен формальный аппарат теории 
NP-полных задач. Для того чтобы эта теория приобрела стро­
гие математические черты, необходимо ввести формальные экви­
валентны многих интуитивных понятий, например таких, как 
“задача” и “алгоритм”. Одна из основных целей этой главы со­
стоит в выявлении связи между формальными терминами и 
интуитивными понятиями, которыми чаще всего пользуются. 
Овладев этой связью, мы сможем в последующих главах вести 
изложение главным образом на неформальном уровне, обра­
щаясь к формальному только тогда, когда это необходимо, в 
строгих формулировках и доказательствах.

Глава начинается с обсуждения задач распознавания 
свойств и представления этих задач в виде “языков”, что дает 
возможность отождествить “решение” такой задачи с “распо­
знаванием” соответствующего языка. В качестве основной мо­
дели процесса вычисления принята одноленточная машина Тью­
ринга, которая используется также для определения класса Р 
(Polynomial — полиномиальный) всех языков, детерминированно 
распознаваемых за полиномиальное время. Машина Тьюринга 
затем дополняется гипотетической способностью “угадывания”, 
и эта дополненная модель используется для определения класса 
NP всех языков, “недетерминированно” распознаваемых за по­
линомиальное время (Nondeterministically Polynomial). После 
обсуждения взаимосвязи классов Р и NP определяется поня­
тие полиномиального преобразования одного языка в другой. 
Это понятие применяется для определения .наиболее важного 
класса — класса NP-полных задач. Глава заканчивается форму­
лировкой и доказательством фундаментальной теоремы Кука, 
которая дает нам первую NP-полную задачу.

2.1. ЗАДАЧИ РАСПОЗНАВАНИЯ, ЯЗЫКИ 
И КОДИРОВАНИЕ

Из соображений удобства теория NP-полных задач строится 
только для задач распознавания свойств. Такие задачи, как 
было упомянуто в гл. 1 , имеют только два возможных реше­
ния— “да" или “нет”. Выражаясь абстрактно, задача распозна­
вания П состоит просто из двух множеств: множества Dn всех
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возможных индивидуальных задач и множества Уп (Уп ci Dп) 
индивидуальных задач с ответом “да”. Однако содержательные 
задачи распознавания в большинстве случаев обладают различ­
ными дополнительными структурными свойствами, которые бу­
дут учитываться нами при описании задач.

Стандартная форма, которую мы будем применять для опи­
сания задач, состоит из двух частей. В первой части дается 
описание условия задачи в терминах различных компонент — 
множеств, графов, функций, чисел и т. д. Во второй части в 
терминах условия формулируется вопрос, предполагающий один 
из двух ответов — “да” или “нет”. Это описание определяет 
множества Dп и Уп очевидным образом. Индивидуальная зада­
ча принадлежит Dn в том и только в том случае, когда она 
может быть получена из стандартной формы описания подста­
новкой конкретных значений во все компоненты условия. Инди­
видуальная задача принадлежит Уп в том и только в том слу­
чае, когда ответом на вопрос задачи будет “да”.

В качестве примера ниже приведена хорошо известная за­
дача распознавания из теории графов.

ИЗОМОРФИЗМ ПОДГРАФУ
УСЛОВИЕ. Заданы два графа: G i= (V i,£ i)  и 0 2 = (У 2, Е2). 
ВОПРОС. Верно ли, что Gi содержит подграф, изоморфный G2? 
Другими словами, существуют ли: (1) подмножества V' Е  V\ 
и E 'c zE u  такие, что |У/ | =  1 ^ 2 |, |£ ' |  =  |£ 2|, (2 ) взаимно од­
нозначная функция f : V2 -*■ V', такая, что {и, v} е  £ 2 тогда и 
только тогда, когда {/(«), f(v )} е  £ '?

Задача распознавания, соответствующая задаче о комми­
вояжере, может быть сформулирована следующим образом.

КОММИВОЯЖЕР
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество С =  {си с2, . . . .  ст } 
“городов”, “расстояние” d(c,-, е / ) е  Z+ для каждой пары городов 
С;, c j e C и граница f i e  Z+ (здесь Z+ обозначает положитель­
ные целые числа).
ВОПРОС. Существует ли “маршрут”, проходящий через все го­
рода из С, длина которого не превосходит fi? Другими словами, 
существует ли последовательность <сл(о, сЛ(2>.........сл<т)> эле­
ментов С, такая,что

m— 1
X  ^ ( Ся(/)> Сл(г+1))_Ь ^ ( Сл(т)> ‘я ,» ) < * ?

В дальнейшем встретится много других примеров употребле­
ния такой формы записи задач, но и этих двух достаточно для 
уяснения ее смысла. Второй пример служит также для иллю­
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страции важного приема — получения из оптимизационной за- 
дачи соответствующей задачи распознавания. Если в оптимиза­
ционной задаче среди всех структур данного типа ищется струк­
тура, имеющая минимальную “стоимость” (например, среди 
всех маршрутов ищется маршрут минимальной длины), то этой 
задаче можно сопоставить задачу распознавания, в которой в 
качестве дополнительного параметра фигурирует числовая гра­
ница В, а вопрос ставится о существовании структуры данного 
типа, стоимость которой не превосходит В (например, маршрут 
длины не более В). Аналогичным образом задача распознава­
ния может быть получена из задачи максимизации. Для этого 
достаточно условие “не превосходит” заменить условием “не 
меньше”.

Относительно подобного соответствия между задачами рас­
познавания и задачами оптимизации важно отметить, что 
поскольку значение функции легко оценить, то задача распоз­
навания не может быть сложнее соответствующей задачи опти­
мизации. Если для задачи о коммивояжере можно за полиноми­
альное время найти маршрут минимальной длины, то совершенно 
ясно, как за полиномиальное время решить соответствующую 
задачу распознавания. Для этого нужно только найти маршрут 
минимальной длины, вычислить его длину и сравнить ее с за­
данной границей В. Поэтому, если удастся показать, что КОМ­
МИВОЯЖЕР есть NP-полная задача (а это в самом деле так), 
то отсюда будет следовать, что и оптимизационная задача о 
коммивояжере будет по крайней мере столь же сложна. Таким 
образом, хотя в теории NP-полных задач рассматриваются 
только задачи распознавания, выводы этой теории вполне при­
менимы к задачам оптимизации. (В гл. 5 будет установлена 
более тесная связь между задачами распознавания и задачами 
оптимизации. А именно, будет показано, что многие задачи 
распознавания, и в частности КОММИВОЯЖЕР, “не проще” 
соответствующих задач оптимизации.)

Как уже говорилось, теория NP-полных задач ограничивает­
ся только задачами распознавания. Это объясняется тем, что 
задачи распознавания имеют очень естественный формальный 
эквивалент, удобный для изучения методами теории вычислений. 
Этот эквивалент называется “языком” и определяется следую­
щим образом.

Для любого конечного множества символов 2 (называемого 
алфавитом) обозначим через 2 * множество всех конечных цепо­
чек, составленных из символов алфавита 2 , такие цепочки мы 
будем называть словами. Например, если 2 =  (0, 1}, то 2* со­
стоит из пустого слова “е”, а также слов 0 , 1 , 0 0 , 0 1 , 1 0 , 1 1 , 0 0 0 , 
0 0 1  и всех других конечных слов, состоящих из нулей и еди­
ниц. Любое подмножество L s  2* будем называть языком
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в алфавите Е. Таким образом, множество {01,001, 111, 1101010} 
является языком в алфавите 0, 1. Языками также являются 
множество двоичных записей квадратов целых чисел и само 
множество {0 , 1 } *.

Соответствие между задачами распознавания и языками 
устанавливается с помощью схем кодирования, которые обычно 
применяются для представления индивидуальной задачи при ее 
решении на ЭВМ. Напомним, что схема кодирования е задачи П 
описывает каждую индивидуальную задачу из П подходящим 
словом в некотором фиксированном алфавите Е. Таким обра­
зом, задача П и схема кодирования е задачи П разбивают слова 
из Е* на три класса: слова, не являющиеся кодами индивиду­
альных задач из П; слова, являющиеся кодами индивидуаль­
ных задач из П с отрицательным ответом на вопрос, и слова, 
являющиеся кодами индивидуальных задач из П с положитель­
ным ответом на вопрос. Третий класс слов как раз и есть тот 
язык, который ставится в соответствие задаче П при кодирова­
нии е и обозначается через L [П, е] :

{ Лесть алфавит схемы кодирования е, 
х  е  е *: а х  — код индивидуальной задачи

/ е К ц  при схеме кодирования е

При применении формальной теории NP-полноты к задачам 
распознавания будем говорить, что некоторый результат имеет 
место для задачи П при схеме кодирования е, если этот резуль­
тат имеет место для языка L [П, е].

В действительности, следуя общепринятой практике, мы не 
всегда будем соблюдать все эти формальности. Если ограни­
читься только “разумными схемами кодирования”, то при введе­
нии любого нового понятия, или свойства, которое формулируется 
в терминах языка, оно фактически не будет зависеть от способа 
кодирования. Другими словами, если е и е' — любые две разум- 
ные схемы кодирования задачи П, то рассматриваемое свойство 
языков Ц П , е] и Ц П , е'\ выполняется (или не выполняется) 
для них одновременно. Это позволяет, не указывая явно схемы 
кодирования, говорить неформально о том, что рассматривае­
мое свойство для задачи П выполняется или не выполняется. 
Однако при использовании этого соглашения мы будем подра­
зумевать, что в случае необходимости можно было бы указать 
такую схему кодирования е, что рассматриваемое свойство вы­
полняется для языка Ц П , а].

Заметим, что если вести изложение в стиле, не зависящем 
от кодирования, то теряется связь с формальным понятием 
“длина входа”. Поэтому необходим некоторый параметр, через 
который можно выразить временную сложность. Удобно счи­
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тать, что с каждой задачей распознавания связана не зависящая 
от схемы кодирования функция Length: Dn Z+, которая “по­
линомиально эквивалентна” длине кода индивидуальной задачи, 
получаемой при любой разумной схеме кодирования. Полино­
миальная эквивалентность понимается в следующем смысле: для 
любой разумной схемы кодирования е задачи П существуют два 
полинома р и р', такие, что если / е  D и 'слово х есть код ин­
дивидуальной задачи / при кодировании е, то Length [7 ]^  
< р ( |х | )  и |х | <  /^(Length [/]), где |х | — длина слова х. На­
пример, в задаче ИЗОМОРФИЗМ ПОДГРАФУ можно поло­
жить

Length [/] =  I F, | +  | Уа I;

Gi=(ViE[)  и G2 = ( V 2, E 2) — графы, образующие рассматри­
ваемую индивидуальную задачу. В задаче КОММИВОЯЖЕР 
можно положить
Length[/] =  /га- f  r io g 2B l  +  m ax{ r io g 2d {ct, с,)- ]: ch c ,e C } .

Так как любые две разумные схемы кодирования задачи П дают 
полиномиально эквивалентные длины входов, то диапазон для 
выбора функции Length очень широк, а получаемые результаты 
будут верны для любой функции Length, удовлетворяющей 
сформулированным выше условиям.

Плодотворность такого неформального, не зависящего от ко­
дирования подхода связана, конечно, с соглашением о том, что 
именно понимается под “разумной схемой кодирования”. Обыч­
но схему кодирования считают “разумной”, если она достаточно 
“сжатая” и “допускает декодирование”. Содержание понятия 
‘ сжатое” связано с условиями, сформулированными в гл. 1 . 
‘ Сжатость” нужна для того, чтобы при кодировании индиви­
дуальной задачи сохранялась ее естественная краткость, прису­
щая записи задачи, когда ее решают на ЭВМ, и не допускалось 
искусственное “раздувание” входа. Раздувание может, напри­
мер, привести к такому увеличению длины входа, что экспонен­
циальный алгоритм, превратится неестественным образом в по­
линомиальный. Смысл понятия “декодируемость” заключается 
в том, чтобы по данной компоненте условия задачи можно было 
бы указать алгоритм с полиномиальным временем работы, ко­
торый из любого заданного кода индивидуальной задачи позво­
лял бы извлечь описание этой компоненты.

Приведенное выше уточнение понятия “разумное кодирова­
ние”, конечно, не является формальным определением. Нам не 
известен даже удовлетворительный способ, как дать такое опре­
деление. Хотя мнения большинства людей относительно разум­
ности или неразумности конкретного кодирования той или иной 
задачи совпадают, отсутствие формального определения
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вызывает некоторые неудобства. Для преодоления этих неудобств 
можно было бы потребовать, чтобы условие задачи всегда со­
стояло из фиксированного набора основных теоретико-множе­
ственных объектов. Мы не будем здесь накладывать этого 
требования. Однако для уточнения того, что мы имеем в виду, 
говоря о “разумной схеме кодирования”, дадим краткое описа­
ние (которое при первом чтении можно опустить) одного из 
способов определения стандартной схемы кодирования.

Эта стандартная схема кодирования отображает индивиду­
альные задачи в правильно построенные слова (ППС) 1) в ал­
фавите ф =  {0, 1, —, [, ], ( ,) ,,} . ППС определяется рекурсивно:
(1) Двоичная запись целого числа k, рассматриваемая как сло­

во, состоящее из нулей и единиц (со знаком ” перед 
словом, если к отрицательно), есть ППС, представляющее 
целое число к.

(2) Если х есть ППС, представляющее целое число k, то [х] 
есть ППС, которое может использоваться как “имя” (на­
пример, “имя” вершины графа, элемента множества или 
города в задаче о коммивояжере).

(8) Если *1 , ль. • • •. Хщ — правильно построенные слова, пред­
ставляющие объекты Хи Ха........ Хт, то (*i, *2, . . . ,  хт)
есть ППС, представляющее последовательность <ль Х%, . . .  
— , ХтУ-

Для указания схемы кодирования конкретной задачи рас­
познавания, представленной в нашей стандартной записи, за­
метим, что если каждая компонента (или объект) условия пред­
ставлена некоторым ППС, то все условия можно закодировать, 
пользуясь правилом (3). Таким образом, достаточно указать 
способ кодирования объекта каждого типа. При этом мы огра­
ничимся целыми числами, “элементами без структуры” (вер­
шины графа, элементы множества, города и т. д.), последова­
тельностями, множествами, графами, конечными функциями и 
рациональными числами.

Правила (1) и (3) указывают, как кодировать целые числа 
и последовательности. Для кодирования элементов без струк­
туры, присвоим им, согласно правилу (2 ), различные “имена”, 
соблюдая при этом следующее условие: если индивидуальная 
задача содержит не более N элементов без структуры, то ис­
пользуются имена, величина которых не превосходит N. Объек­
ты остальных четырех типов кодируются следующим образом.

Множество объектов представляется в виде произвольно 
упорядоченной последовательности <Xi, Ха, . . . .  Хт> элементов

*) В оригинале structured strings, что в буквальном переводе означает 
етруктурированные цепочки (символов алфавита). — Прим. рео.
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этого множества и кодируется ППС, соответствующим этой по­
следовательности.

Граф с множеством вершин V и множеством ребер Е коди­
руется ППС (х,у),  где х и у есть ППС, представляющие мно­
жества V и Е соответственно (элементами Е являются двухэле­
ментные подмножества V, образующие ребра).

Конечная функция f : {«ь «2, • ••, ит) ->'W кодируется ППС 
((Xi,yi), (x2 , y 2 ), ■■■, (Хт, ут )), где xt — ППС для объекта Ui, 
a yi — ППС для объекта f ( u i ) ^  W, I ^  i ^  т.

Рациональное число q кодируется ППС (дс, у ) , где х и у — 
ППС для целых чисел а и Ь, таких, что а/Ь =  q и наибольший 
общий делитель а и b равен 1 .

Приведенный выше список кодов объектов довольно хорошо 
иллюстрирует понятие разумного кодирования. Его достаточно 
в большинстве встречающихся случаев, хотя иногда было бы 
удобнее иметь более широкий список типов объектов. Однако 
для описания условий задач можно, не уменьшая общности, 
ограничиться только перечисленными объектами, потому что 
другие типы объектов всегда могут быть выражены через объ­
екты, перечисленные выше.

Отметим, что указанных рецептов не хватает для того, чтобы 
построить оцт-единственный код для каждой индивидуальной 
задачи, но вполне достаточно для того, чтобы любое ППС,. ко­
торое является кодом задачи, обладало определенными струк­
турными особенностями. Изменение имен исходных элементов 
или порядка элементов при описании множества может приве­
сти к тому, что одна и та же индивидуальная задача будет 
кодироваться различными правильно построенными словами. 
В действительности не имеет значения, какими ППС закодиро­
вана данная индивидуальная задача, так как любое слово мож­
но декодировать и получить существенные компоненты индиви­
дуальной задачи. Эта возможность учтена в данных выше опре­
делениях, например, при кодировании е каждая индивидуальная 
задача из П может быть представлена несколько раз в языке 
L [n, е] кодов индивидуальных задач с положительным ответом 
на вопрос.

Прежде чем продолжить обсуждение, напомним, что стан­
дартная схема кодирования приведена с целью иллюстрации 
возможных определений стандартных схем кодирования; она 
также служит примером “разумной” схемы кодирования. Ничто 
не мешает воспользоваться какой-нибудь другой схемой кодиро­
вания или построить для каждой интересующей нас задачи свою 
схему кодирования.

Если выбранная схема кодирования “эквивалентна” указан­
ной выше (в том смысле, что существуют алгоритмы с полино­
миальным временем работы, переводящие коды индивидуальных
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задач при одной схеме кодирования в коды этих же задач 
при другой и обратно), то эта схема кодирования также будет 
“разумной”. Если выбрать схему кодирования, которая в этом 
смысле не эквивалентна приведенной выше, то можно по-преж­
нему доказывать различные результаты относительно этой схе­
мы кодирования, однако для формулировки получаемых резуль­
татов уже нельзя будет пользоваться независимой от кодирова­
ния терминологией. В настоящей книге мы ограничимся только 
разумными схемами кодирования.

2.2. ДЕТЕРМИНИРОВАННЫЕ МАШИНЫ ТЬЮРИНГА
И КЛАСС Р

Для того чтобы формализовать понятие “алгоритм”, необ­
ходимо зафиксировать определенную модель процесса вычисле­
ния. Далее такой моделью будет служить детерминированная 
одноленточная машина Тьюринга (сокращенно ДМТ), которая 
схематически изображена на рис. 2 .1 . Машина Тьюринга состоит

Рис. 2.1. Схематическое изображение детерминированной (одноленточной 
машины Тьюринга (ДМТ).

из управляющего устройства с конечным числом состояний, чи­
тающей/пишущей головки, которая может считывать и записы­
вать символы, и неограниченной в обе стороны ленты, разде­
ленной на бесконечное число одинаковых ячеек, занумерован­
ных целыми числами . . . ,  —2 , —1 , 0 , 1 , 2 , 3, . . .  .

Программа для ДМТ, или ДМТ-программа, определяется 
следующими компонентами: 1

(1) конечным множеством Г символов, которые записываются 
на ленте, подмножеством 2 с: Г входных символов и выде­
ленным пустым символом b cz Г \ 2 ;
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(2) конечным множеством состояний Q, в котором выделены 
начальное состояние qo и два заключительных состояния 
ЦуI Ян1)',

(3) функцией перехода б: (Q\{<7 k, Ян})У, T -> Q X  Г Х  {— 1 , 1 }-
Работа программы определяется следующим образом. Вхо­

дом для детерминированной программы является слово х е  2 *. 
Слово записывается на ленте в ячейках с номерами 1, 2, . . .  
. . . ,  |х | по одному символу в ячейке. Все другие ячейки в на­
чальный момент времени содержат пустой символ и называются 
пустыми. Программа начинает работу, находясь в состоянии qo, 
при этом читающая/пишущая головка находится над ячейкой 
с номером 1 .

Далее процесс вычислений осуществляется последовательно, 
шаг за шагом. Если текущее состояние q есть qy или Ян, то 
процесс вычисления заканчивается, при этом результатом будет 
“да”, если q =  qy, и “нет”, если q =  qn- В противном случае 
текущее состояние принадлежит множеству Q \ { q y ,  qn), при 
этом головка читает на ленте некоторый символ « е Г и  опреде­
лено значение б (q, s). Предположим, что 8(q, s) =  (q', s', Д). 
В этом случае головка стирает s, пишет на этом месте s ' и 
сдвигается на одну ячейку влево, если А =  — 1, или на одну 
ячейку вправо, если Д =  + 1 . Одновременно управляющее 
устройство переходит из состояния q в q'. На этом заканчи­
вается один “шаг” процесса вычисления, и программа готова 
к выполнению следующего шага (если таковой имеется).

Пример простой ДМТ-программы М представлен на рис. 2.2. 
Функция перехода б определена таблицей, где величина, запи­
санная в у-й строке и s-м столбце, есть значение б (q, s). 
Рис. 2.3 иллюстрирует вычисление по программе М при входе 
х =  1 0 1 0 0 ; здесь указаны состояние, расположение головки и 
содержимое непустых ячеек ленты до и после каждого шага.

Заметим, что это вычисление после восьми шагов оканчи­
вается в состоянии qY, поэтому на входе 1 0 1 0 0  ответом будет 
“да”. В общем случае будем говорить, что программа М, имею­
щая входной алфавит 2 , принимает * е 2 * в том и только в том 
случае, когда, будучи примененной ко входу х, она останавли­
вается в состоянии qy. Язык Ьм, распознаваемый программой 
М, задается следующим образом:

Нетрудно видеть, что программа, представленная на рис. 2.2, 
распознает язык

LM =  {x е  2*: М принимает х}.

1) От слов Yes — да, No — нет. — Прим, перев.



r-{o,i,6), £-lo,i}

Я 0 1 6

<7о ( f l o A + D (< 7 о ,1 > + 1 ) (<7i, 6 , “ D

Я \ ( < 7 2 , 6 - 1 ) (<7j , 6 - 1 ) ( f l y ,  6 , - 1 )

Я г ( < 7 г , 6 , - 1 ) ( < 7 * , 6 . - 1 ) ( ? * , 6 , - 1 )

Я1 ( q N , b  - 1 )

Mq,s)
Рис. 2.2. Пример ДМТ-программы Л1 ■= (Г, Q, 6).

V
Qo '• ч т т 1 | 0 i

оо

Ь -

V
<7o : ••• | 6 1 o i l

оо ь ...

V
4o : -  6 | 1 0 1 1 1 0  1 0 6 1 -

V

?o : ... 6 | _i  о 1 1 0 1 0 Ъ 1 -

V

<7o : ... I н 1 | 0 1

3о ь ...

V

Qo ' ... | b | 1 | 0 1 Г Г  0 6 1 . . .

V

Qi ■ ... | ь 1 | 0 1 1 0
 

1— 1 
о 6 1 ...

V

<72 : ... I b 1 1 | 0 1 1 0 1 * 6 1 ...

V

f r  : ‘ - 1  b 1 LLA.i l 1 * 1 * 6 1 - 1



2.2. Детерминированные машины Тьюринга и класс Р 41

Отметим, что это определение распознавания языка не тре­
бует, чтобы программа М останавливалась при всех входах из 
2 *; М обязана останавливаться лишь при входах из LM. Если « 
принадлежит 2 * \  LM, то работа программы М на х может либо 
закончиться в состоянии либо может бесконечно продол­
жаться без остановки. Однако ДМТ-программа, соответствую­
щая нашему пониманию алгоритма, должна останавливаться на 
всех словах входного алфавита. В этом смысле программа на 
рис. 2 . 2  является алгоритмической, так как, начиная работать 
на любом слове из символов 0 , 1 , она будет останавливаться.

Соответствие между “распознаванием” языков и “решением” 
задач распознавания определяется следующим образом. Будем 
говорить, что ДМТ-программа М решает задачу распознавания 
П при кодировании е, если М останавливается на всех словах, 
составленных из букв входного алфавита, и Lm =  £[П, е\. Про­
грамма на рис. 2.2 иллюстрирует это соответствие. Рассмотрим 
следующую задачу распознавания из теории чисел:

ДЕЛИМОСТЬ НА ЧЕТЫРЕ
УСЛОВИЕ. Дано положительное целое число N.
ВОПРОС. Существует ли положительное целое число т ,  такое, 
что N —  4 т?

При стандартном кодировании целое число N представляется 
словом из 0 и 1, т. е. двоичной записью этого числа. Так как 
положительное целое число делится на 4 тогда и только тогда, 
когда последние цве цифры двоичной записи этого числа яв­
ляются нулями, то программа, изображенная на рис. 2 .2 , “ре­
шает” при нашем стандартном кодировании задачу ДЕЛИ­
МОСТЬ НА ЧЕТЫРЕ.

Заметим для дальнейшего, что ДМТ-программой можно 
пользоваться также и для вычисления функций. Предположим, 
что программа М, имеющая входной алфавит 2  и ленточный 
алфавит Г, останавливается при любом входе из 2*. Тогда М 
вычисляет функцию 2* -» -Г \ которая для каждого j c s Z’ 
определяется следующим образом. Если программа М, начиная 
работать при входе х, останавливается, то в качестве ?м(х) бе­
рется слово, составленное из символов, записанных после оста­
новки машины в ячейках с номерами 1 , 2 , 3, . . .  , включая по­
следнюю непустую ячейку. Программа М, представленная на 
рис. 2 .2 , вычисляет функцию f«: {0 , !}*-► (О, 1 , 6 }*, которая 
отображает каждое слово х е  {0 , 1 }* в слово }м{х), получаемое 
из х удалением двух крайних справа символов (если |дг | <  2 , 
то М выдает в качестве /*(*) пустое слово).

Хорошо известно, что DMT-программы способны решать за­
дачи гораздо более сложные, чем в рассмотренном примере.
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Несмотря на то что ДМТ имеет только одну последовательную 
ленту и на каждом шаге может выполнять весьма ограниченную 
работу, ДМТ-программа может быть составлена так, что она 
выполнит (хотя и гораздо медленнее) любое вычисление, вы­
полнимое обычной ЭВМ. Читателю, который интересуется тем, 
как это делается, можно посоветовать несколько хороших работ, 
например [388] или [215]. Читателя, который этим не интере­
суется, можно успокоить тем, что в данной книге не требуется 
умение программировать на ДМТ. Введение модели ДМТ объ­
ясняется только необходимостью дать формальный эквивалент 
понятию алгоритма и тем самым заложить основу для осталь­
ных определений.

Теперь можно определить понятие “временная сложность”. 
Время, требуемое ДМТ-программой М для вычисления при вхо­
де х, есть число шагов, выполняемых до момента остановки. 
Если программа М останавливается на всех входах х е  2 *, то 
временную сложность Тм: Z+->Z+ этой программы можно опре­
делить так:

( существует такое слово х  е  2 *, | х  | =  п,
Тм (п) =  шах \ ш: что вычисление по программе М на вхо- 

I де х требует времени пг

Детерминированная программа М называется полиномиальной 
ДМТ-программой, если существует такой полином р, что для 
всех « e Z+, Тм ( п ) ^ р  (л ).

Теперь можно формально определить первый важный класс 
языков — класс Р. Он определяется следующим образом:

п Г существует полиномиальная ДМТ-программа)
\  * М, для которой L =  LM у

Будем говорить, что задача распознавания П принадлежит 
классу Р при кодировании е, если L [П, е] е  Р, т. е. существует 
полиномиальная ДМТ-программа, которая “решает” задачу П 
при кодировании е. Учитывая приведенные выше рассуждения 
об эквивалентности разумных кодирований, мы обычно не будем 
приводить конкретные схемы кодирования и будем просто го­
ворить, что задача распознавания П принадлежит классу Р.

Термин “полиномиальный алгоритм” часто будет использо­
ваться неформально. Формальным эквивалентом понятия поли­
номиального алгоритма является полиномиальная ДМТ-про­
грамма. Тем не менее если учесть указанную в гл. 1 эквива­
лентность “реалистичных” моделей ЭВМ относительно понятия 
“полиномиальное время работы”, то формальное определение 
класса Р можно сформулировать в терминах программ для лю­
бой из этих моделей, причем в результате получится один и тот 
же класс языков.
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Таким образом, при доказательстве того, что определенные 
задачи могут быть решены полиномиальным алгоритмом, нет 
необходимости вдаваться в детали ДМТ. На самом деле, следуя 
общепринятой практике, мы будем обсуждать алгоритмы в ма­
шинно-независимом стиле, как будто они работают непосред­
ственно с компонентами индивидуальной задачи (множествами, 
графами, числами и т. д.), а не с их кодами. Здесь подразуме­
вается, что при наличии желания и терпения для любого поли­
номиального алгоритма можно построить соответствующую 
полиномиальную ДМТ-программу. Наши неформальные рассу­
ждения следует рассматривать как указание пути такого по­
строения, они должны убедить любого читателя, знакомого с 
основными типами задач, разрешимых за полиномиальное время 
на обычных ЭВМ.

2.3. НЕДЕТЕРМИНИРОВАННОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ 
И КЛАСС NP

В настоящем разделе вводится второй важный класс языков 
(задач распознавания свойств) — класс NP. Прежде чем пе­
рейти к формальному определению в терминах языков и машин 
Тьюринга, полезно пояснить смысл понятия, лежащего в основе 
определения класса NP.

Рассмотрим задачу КОММИВОЯЖЕР, описание которой 
приведено в начале настоящей главы. В условии даны: множе­
ства городов, расстояния между ними и граница В\ при этом 
спрашивается, существует ли проходящий через все города 
маршрут длины, не превосходящей В. Полиномиальный алго­
ритм решения этой задачи не известен. Предположим, однако, 
что относительно некоторой индивидуальной задачи кто-то по­
лучил ответ “да”. Если вы в этом сомневаетесь, то можно потре­
бовать “доказательства” этого утверждения — предъявление 
маршрута, обладающего необходимыми свойствами. Имея предъ­
явленное решение, нетрудно проверить, является ли оно на самом 
деле маршрутом, и если это так,то вычислить его длину, срав­
нить ее с границей В и тем самым проверить соответствующее 
утверждение. Более того, эту “процедуру проверки” можно 
представить в виде алгоритма, временная сложность которого 
ограничена полиномом от Length [/].

Другой пример задачи, которая обладает этим свойством,— 
задача ИЗОМОРФИЗМ ПОДГРАФУ из разд. 2.1. Пусть дана 
индивидуальная задача /, в которой указаны два графа Gi =  
=  (Vi, £i) и G2 = (V 2 , Ез). Если ответом на вопрос задачи будет 
“да”, то этот факт можно “доказать”, предъявив подмножества 
V' s  Vi и Е '^ Е \  и взаимно-однозначную функцию f : V2 -+V', 
которые обладают необходимыми свойствами. В этом случае
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верность утверждения опять-таки может быть легко установлена 
за полиномиальное от Length [/] время путем простой проверки 
того, что V', Е' и f удовлетворяют требованиям, сформулиро­
ванным в задаче.

Именно понятие полиномиальной “проверяемости” позволяет 
выделить задачи класса NP. Отметим, что проверяемость за по­
линомиальное время не влечет разрешимости за полиномиальное 
время. А именно, утверждая, что за полиномиальное время мож­
но проверить ответ “да” для задачи КОММИВОЯЖЕР, мы не 
учитываем время, которое может понадобиться на поиск нуж­
ного маршрута среди экспоненциального числа всех возможных 
маршрутов. Мы лишь утверждаем, что по любому заданному 
маршруту для индивидуальной задачи / можно за полиномиаль­
ное время проверить, “доказывает” ли этот маршрут, что ответ 
на вопрос относительно индивидуальной задачи / есть “да”.

Неформально класс NP можно определить с помощью поня­
тия, которое мы будем называть недетерминированным алго­
ритмом. Такой алгоритм состоит из двух различных стадий — 
стадии угадывания и стадии проверки. По заданной индивиду­
альной задаче I  на первой стадии происходит просто “угадыва­
ние” некоторой структуры S. Затем / и 5 вместе подаются в 
качестве входа на стадию проверки, которая выполняется 
обычным детерминированным образом и либо заканчивается от­
ветом “да", либо заканчивается ответом “нет”, либо продол­
жается бесконечно без остановки (как мы увидим позже, по­
следние две возможности различать не обязательно). Недетер­
минированный алгоритм “решает” задачу распознавания П, если 
для любой индивидуальной задачи I е  D п выполнены следую­
щие два свойства:
1. Если / е У п ,  то существует такая структура S, угадывание 

которой для входа I приведет к тому, что стадия проверки, 
начиная работу на входе (/, 5 ), закончится ответом “да”.

2 . Если 1 ф У  п, то не существует такой структуры S, угадыва­
ние которой для входа /  обеспечило бы окончание стадии 
проверки на входе (/, S) ответом “да”.
Например, недетерминированный алгоритм решения задачи 

КОММИВОЯЖЕР можно было бы построить, используя в 
качестве стадии угадывания просто выбор произвольной последо­
вательности городов, а в качестве стадии проверки — упомяну­
тую выше полиномиальную процедуру “проверка доказатель­
ства” для задачи КОММИВОЯЖЕР. Очевидно, для любой ин­
дивидуальной задачи /  найдется такая догадка S, что резуль­
татом работы стадии проверки на входе (/, S) будет “да” в том и 
только в том случае, если для индивидуальной задачи / суще­
ствует маршрут искомой длины.
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Говорят, что недетерминированный алгоритм, решающий за­
дачу распознавания П, работает в течение “полиномиального 
времени”, если найдется полином р, такой, что для любого / s  
е  Уп найдется некоторая догадка S, приводящая на стадии 
детерминированной проверки на входе (/, 5) к ответу “да” за 
время p(Length[/]). Отсюда следует, что “размер” угадывае­
мой структуры 5 будет обязательно ограничен полиномом от 
Length[/], так как на проверку догадки S может быть затра­
чено не более чем полиномиальное время. _

Класс NP, определяемый неформально, — это класс всех за> 
дач распознавания П, которые при разумном кодировании мо­
гут быть решены недетерминированными (N — nondeterministic) 
алгоритмами за полиномиальное (Р — polinomia!) время. При­
мер, приведенный выше, показывает, что задача КОММИВОЯ­
ЖЕР принадлежит NP. У читателя не должно возникнуть труд­
ностей при доказательстве аналогичного утверждения о задаче 
ИЗОМОРФИЗМ ПОДГРАФУ.

В подобных неформальных определениях термином “решает” 
следует, конечно, пользоваться осторожно. Должно быть ясно, 
что основное назначение “полиномиального недетерминирован­
ного алгоритма ” состоит в объяснении понятия “проверяемости 
за полиномиальное время”, а не в том, чтобы служить реали­
стическим методом решения задач распознавания свойств. При 
каждом входе такой алгоритм имеет не одно, а несколько воз­
можных вычислений — по одному для каждой возможной до­
гадки.

Имеется еще одно важное отличие “решения" задачи рас­
познавания недетерминированным алгоритмом от решения де­
терминированным алгоритмом, а именно в первом случае отсут­
ствует симметрия между ответами “да” и “нет”. Если задача: 
“Дано /; верно ли, что для /  выполняется свойство X?'’ может 
быть решена полиномиальным (детерминированным) алгорит­
мом, то такое же утверждение справедливо и для дополнитель­
ной задачи; “Дано /, верно ли, что для I не выполняется свой­
ство Х?'\ Это следует из того, что детерминированный алгоритм 
останавливается при всех входах, поэтому достаточно поменять 
местами ответы “да” и “нет” (переставить состояния qy и 
в ДМТ-программе).

Совершенно не очевидно, что то же самое верно для всех 
задач, разрешимых за полиномиальное время недетерминиро­
ванными алгоритмами. Рассмотрим, например, дополнение за­
дачи КОММИВОЯЖЕР: дано множество городов, расстояния 
между ними и граница В; верно ли, что нет маршрута, проходя­
щего через все города и имеющего длину, не превосходящую В? 
Для выяснения, имеет ли поставленный вопрос ответ “да”, не 
известен способ, который был бы короче, чем проверка всех
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(или почти всех) возможных маршрутов. Другими словами, не 
известен полиномиальный недетерминированный алгоритм ре­
шения этой дополнительной задачи. Та же самая ситуация имеет 
место для многих других задач из NP. Таким образом, принад­
лежность задачи П классу Р влечет принадлежность дополни­
тельной задачи классу Р, но не известно, имеет ли место ана­
логичное утверждение для класса NP.

В заключение настоящего раздела мы формализуем приве­
денное определение в терминах языков и машин Тьюринга. Фор­
мальным эквивалентом недетерминированного алгоритма яв-

- 3 - 2 - 1 0  1 2 3 4
Рис. 2.4. Схематическое представление недетерминированной одноленточной 

машины Тьюринга (НДМТ).

ляется программа для недетерминированной одноленточной ма­
шины Тьюринга (НДМТ). Для простоты будем пользоваться 
несколько нестандартной моделью НДМТ. (Версии более близ­
кие к стандартным изложены в книгах [9, 215]. Полезным 
упражнением для читателя может оказаться проверка полино­
миальной эквивалентности по отношению ко времени работы, 
между стандартными моделями и моделью изложенной ниже.)

Модель НДМТ, которой мы будем пользоваться, имеет в точ­
ности такую же структуру, как ДМТ; отличие состоит лишь в 
том, что НДМТ дополнена угадывающим модулем со своей го­
ловкой, которая может только записывать на ленту (см. 
рис. 2.4). Угадывающий модуль дает информацию для записы­
вания “догадки” и применяется исключительно с этой целью.

Программа для НДМТ, или НДМТ-программа, определяется 
точно так же, как ДМТ-программа, при этом используются: 
ленточный алфавит Г, входной алфавит 2, пустой символ Ь, 
множество состояний Q, начальное состояние qo, заключитель­
ные состояния qr и qn, функция перехода 8: ( Q \  {qy, q//})X 
X  Г - > Q X  Г X  {—1> -И ). Вычисление НДМТ-программы при 
входе i e l *  в отличие от вычисления ДМТ-программы имеет 
две различные стадии.
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На первой стадии происходит “угадывание”. В начальный 
момент времени входное слово х  записывается в ячейках с но­
мерами 1 , 2 .........И  (остальные ячейки пусты), читающая/пи-
шущая головка “смотрит” на ячейку с номером 1 , пишущая 
головка угадывающего модуля смотрит на ячейку с номером 
— 1, а устройство управления “пассивно”. Затем угадывающий 
модуль начинает управлять угадывающей Золовкой, которая де­
лает один шаг в каждый момент времени и либо пишет в нахо­
дящейся под ней ячейке одну из букв алфавита Г и сдвигается 
при этом на одну ячейку влево, либо останавливается. В по­
следнем случае угадывающий модуль переходит в пассивное 
состояние, а управляющее устройство начинает работу в со­
стоянии <7о- Угадывающий модуль решает, продолжить ли ра­
боту (перейти ли в пассивное состояние, какую букву из Г на­
писать на ленте), причем делает это совершенно произвольно. 
Таким образом, угадывающий модуль до момента окончания 
своей работы может написать любое слово из Г* и в действи­
тельности может никогда не остановиться.

Стадия проверки начинается в тот момент, когда управляю­
щее устройство переходит в состояние qo. Начиная с этого мо­
мента, вычисление НДМТ-программы осуществляется в точно­
сти по тем же правилам, что и ДМТ-программы. Угадывающий 
модуль и его головка в вычислении больше не участвуют, вы­
полнив свою роль, т. е. записав на ленте слово-догадку. Ко­
нечно, слово-догадка может (и обычно будет) просматриваться 
читающей/пишущей головкой в процессе проверки. Вычисление 
заканчивается тогда, когда управляющее устройство перейдет 
в одно из двух заключительных состояний (qy или ?лг); оно 
называется принимающим вычислением, если остановка проис­
ходит в состоянии qy. Все остальные вычисления, заканчиваю­
щиеся или нет, называются непринимающими.

Отметим, что любая НДМТ-программа М может иметь бес­
конечное число возможных вычислений при данном входе х, 
по одному для каждого слова-догадки из Г*. Будем говорить, 
что НДМТ-программа М принимает х, если по крайней мере 
одно из ее вычислений на входе х  является принимающим. 
Язык, распознаваемый программой М, — это язык

^ m =={j c s 21*: М принимает х}.

Время, требующееся недетерминированной программе М для 
того, чтобы принять слово x s Lm, — это минимальное число 
шагов, выполняемых на стадиях угадывания и проверки до мо­
мента достижения заключительного состояния qy, где минимум 
берется по всем принимающим вычислениям программы М на 
входе х. Временная сложность НДМТ-программы М  — это
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функция Тм: Z+ -*-Z+, определяемая следующим образом:

Заметим, что временная сложность программы М зависит толь­
ко от числа шагов, выполняемых в принимающих вычислениях, 
а также, что мы полагаем М(п)  равным 1, если нет ни одного 
входа длины п, принимаемого программой М.

НДМТ-программа называется НДМТ-программой с полино­
миальным временем работы, если найдется полином р, такой, 
что Тм ( п ) ^ р ( п )  для всех n Z ^ l .  Наконец, класс NP формаль­
но определяется так:

( существует НДМТ-программа М ]
N P =  s L: с полиномиальным временем работы, К

I такая, что LM — L )

Нетрудно установить взаимосвязь между этими формаль­
ными определениями и предшествующими неформальными. 
Единственный момент, который следует специально оговорить, 
состоит в следующем. Если, как принято считать, недетермини­
рованный алгоритм угадывает структуру 5, зависящую некото­
рым образом от условия рассматриваемой задачи, то угады­
вающий модуль НДМТ, напротив, полностью игнорирует вход­
ное слово. Хотя любое слово из Г* может быть получено в 
результате работы угадывающего модуля, это не существенно, 
так как НДМТ-программу всегда можно сконструировать так, что 
стадия проверки будет начинаться с проверки того, соответ­
ствует ли догадка (при той неявной интерпретации, которую 
наша программа дает словам) подходящей структуре для за­
данного входа. В противном случае программа может сразу же 
перейти в заключительное состояние qn-

Будем говорить, что задача распознавания принадлежит 
классу NP при схеме кодирования е, если L [I I ,e ]e N P . Как 
и в случае класса Р, мы будем просто говорить, что П лежит 
в NP, не упоминая конкретную схему кодирования, когда ясно, 
что некоторая разумная схема кодирования задачи П даст 
язык, принадлежащий NP.

Более того, поскольку любая реалистичная модель вычисли­
тельного устройства может быть дополнена аналогом рассмот­
ренного “угадывающего модуля с пишущей головкой”, то наши 
формальные определения можно было бы перефразировать для 
любой другой стандартной модели вычислительного устройства, 
В силу того что все такие модели эквивалентны с точностью до

т :  такое, что время принятия х 
программой М равно пг

существует x ^ L M, | х  | =  п,
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детерминированных полиномиальных вычислений, все получае­
мые при этом версии класса NP будут идентичны. Таким об­
разом, правомерно сделанное ранее предложение отождествить 
формально определенный класс NP с классом всех задач рас­
познавания, “разрешимых” недетерминированными алгоритма­
ми с полиномиальным временем работы.

В качестве подготовки к определению третьего, самого важ­
ного для настоящей книги класса — класса NP-полных задач в 
следующем разделе мы обсудим взаимоотношения между клас­
сами Р и NP.

2.4. ВЗАИМООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ КЛАССАМИ Р И NP

Вопрос о взаимоотношении классов Р и NP имеет фунда­
ментальное значение для теории NP-полных задач. Одно соот­
ношение, которое неявно присутствовало в проводившихся ранее 
рассуждениях, но до настоящего момента явно не формулиро­
валось, заключается в том, что Р £  NP. Всякая задача распо­
знавания, разрешимая за полиномиальное время детерминиро­
ванным алгоритмом, разрешима также за полиномиальное вре­
мя недетерминированным алгоритмом. Чтобы убедиться в этом, 
достаточно заметить, что любой детерминированный алгоритм 
может быть использован в качестве стадии проверки недетер­
минированного алгоритма. Если П е Р  и А — произвольный де­
терминированный полиномиальный алгоритм решения П, то по­
линомиальный недетерминированный алгоритм для П можно 
получить, воспользовавшись А в качестве стадии проверки и 
игнорируя стадию угадывания. Таким образом, из П е Р  сле­
дует, что П е  NP.

Из проводившихся ранее рассуждений можно понять, что 
есть много причин считать это включением строгим, т. е. счи­
тать, что Р не совпадает с NP. Полиномиальные недетермини­
рованные алгоритмы определенно оказываются более мощными, 
чем полиномиальные детерминированные алгоритмы, и не из­
вестны общие методы их превращения в детерминированные 
полиномиальные алгоритмы. В действительности самый сильный 
из известных в настоящее время результатов состоит в сле­
дующем:

Теорема 2.1. Если П <= NP, то существует такой полином р, 
что П может быть решена детерминированным алгоритмом с 
временнбй сложностью 0 (2 Р(Л)).

Доказательство. Пусть А — полиномиальный недетерминиро­
ванный алгоритм решения задачи П и у(п)  — полином, ограни­
чивающий временную сложность алгоритма А. (Не умаляя
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общности, можно считать, что q может быть вычислен за поли­
номиальное время; этого можно добиться, взяв, например, 
q (п) =  С1«Сгпри достаточно больших константах сi и Сг.)

По определению класса NP, для каждого принимаемого 
входа длины я найдется некоторое слово-догадка (в алфавите 
Г символов ленты) длины не более q{n),  такое, что в алгоритме 
А стадия проверки дает при рассматриваемом входе ответ “да” 
не более чем за q (л) шагов. Таким образом, общее число дога­
док, которые нужно рассмотреть, не превосходит kq{-n), где k =  
=  | Г | (если слово-догадка короче q(n),  то его можно допол­
нить пустыми символами и рассматривать как слово длины 
?(«))•

Теперь можно детерминированным образом выяснить, имеет 
ли алгоритм А на заданном входе длины л принимающее вы­
числение. Для этого достаточно на каждой из k4{n) возможных 
догадок запустить детерминированную стадию проверки алго­
ритма А и позволить ей работать до того момента, пока она не 
остановится или не сделает q (л) шагов. Этот моделирующий 
алгоритм даст ответ “да”, если ему встретится слово-догадка, 
приводящее к принимающему вычислению длины не более <7 (л), 
и ответ “нет” — в противном случае. Такой алгоритм, очевидно, 
будет детерминированным алгоритмом решения задачи П. Более 
того, его временная сложность, по существу, равна q ( n ) - k ^ ;  
хотя это экспонента, но при подходящем выборе полинома р 
сложность не превосходит 0(2р<-п)). Ш

Безусловно, процесс моделирования, предложенный в дока­
зательстве теоремы 2 .1 , можно в некоторой степени ускорить с 
помощью метода ветвей и границ или метода обратного поиска, 
или с помощью более тщательного перебора, когда избегаются, 
очевидно, ненужные слова-догадки. Тем не менее, несмотря на 
значительную экономию, которая может быть при этом достиг­
нута, не известен метод, осуществляющий такое моделирование 
быстрее, чем за экспоненциальное время.

Таким образом, способность недетерминированного алго­
ритма проверить за полиномиальное время экспоненциальное 
число возможностей может навести на мысль, что полиномиаль­
ные недетерминированные алгоритмы являются более мощным 
средством, чем полиномиальные детерминированные алгоритмы. 
В самом деле, для многих частных задач класса NP, таких, как 
КОММИВОЯЖЕР, ИЗОМОРФИЗМ ПОДГРАФУ, и большого 
числа других задач не найдено полиномиального детерминиро­
ванного алгоритма, несмотря на упорные усилия многих извест-* 
ных исследователей.

Не удивляет поэтому широко распространенное мнение, что 
р  t̂ N P , хотя пока доказательство этой гипотезы отсутствует.
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Конечно, скептик может сказать, что неудача в доказательстве 
гипотезы Р ф  NP является столь же сильным аргументом в 
пользу соотношения Р =  NP, как и неудача в поиске соответ­
ствующих полиномиальных алгоритмов — в 
пользу противоположного утверждения. За­
дачи всегда кажутся труднорешаемыми, пока 
не найдены эффективные алгоритмы их реше­
ния. Однако даже скептик, вероятно, согла­
сится, что при существующем в настоящее 
время уровне знаний, по-видимому, более ра­
зумно работать при соглашении, что Р Ф  NP, 
чем пытаться доказать противоположное. Во 
всяком случае, на основе накопленного опыта 
мы будем представлять себе класс NP так, 
как он изображен на рис. 2.5, ожидая (хотя 
и не с полной уверенностью), что затененная область, обозна­
чающая N P \P ,  не пуста.

Рис. 2.5. Гипотети- 
ческая картина 

класса NP.

2.5. ПОЛИНОМИАЛЬНАЯ СВОДИМОСТЬ 
И NP-ПОЛНЫЕ ЗАДАЧИ

Если Р не совпадает с NP, то различие между Р и N P \P  
очень существенно. Все задачи из Р могут быть решены поли­
номиальными алгоритмами, а все задачи из N P \ P  трудноре­
шаемы. Поэтому, если Р ф  NP, то для каждой конкретной за­
дачи П е  NP важно знать, какая из этих двух возможностей 
реализуется.

Конечно, до тех пор пока не доказано, что Р ф  NP, нет 
никакой надежды показать, что некоторая конкретная задача 
принадлежит классу N P \P .  По этой причине цель теории 
NP-полных задач заключается в доказательстве более слабых 
результатов вида: “если Р ф  NP, то П е  N P \ P ”. Хотя доказа­
тельство таких условных результатов может показаться столь 
же трудным, как и безусловных, однако, как мы увидим в даль­
нейшем, имеются несложные методы доказательства. Такие 
условные результаты можно рассматривать как подтверждение 
труднорешаемости с той же степенью уверенности, с какой мы 
считаем, что класс Р отличается от NP.

Основная идея подобного условного подхода основана на 
понятии полиномиальной сводимости. Будем говорить, что имеет 
место полиномиальная сводимость языка L\ £  2* к языку 
L2 S S 2 , если существует функция f: 2 *-»-2 3 , удовлетворяющая 
двум условиям *):

■) Часто говорят, что язык Li полиномиально сводится к языку Lj, а 
функция f реализует эту сводимость. — Прим. ред.
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1. Существует ДМТ-программа, вычисляющая f с временной
сложностью, ограниченной полиномом.

2. Для любого х  е  21, х е  Li в том и только в том случае, если
f (x)z=L2.

Если L] полиномиально сводится к L2, то будем писать L\ ос L2 
и говорить “Li сводится к L2" (опуская слово “полиномиально").

Важность понятия полиномиальная сводимость вытекает из 
следующей леммы:

Лемма 2.1. Если L \ o c L2, то из L2e P  следует, что L\ е  Р. 
(Эквивалентное утверждение: из Ь \ ф Р  следует, что L2 ф  Р.)

Доказательство. Пусть Si и S 2 — алфавиты языков L\ и L2 
соответственно, функция f : Si -» S2 осуществляет полиномиаль­
ную сводимость L\ к L2; M f— полиномиальная ДМТ-программа, 
вычисляющая f, и М2 — полиномиальная ДМТ-программа, рас­
познающая L2. Полиномиальная ДМТ-программа, распознаю­
щая Lx, может быть получена композицией программы Mf и М2. 
Ко входу х  е  SJ вначале применяется Mf, чтобы построить 
/ ( * ) е  S2. Затем к f{х) применяется программа М2, выясняю­
щая, верно ли, что f ( x ) ^ L 2. Поскольку x e L i  тогда и только 
тогда, когда f ( x ) ^ L 2, то это описание дает ДМТ-программу, 
распознающую L\. То, что время работы этой программы огра­
ничено полиномом, немедленно следует из полиномиальности 
программ Mf и М. Точнее, если pf и р2 — полиномы, ограничи­
вающие время работы программ Mf и М2 соответственно, то 
| f(x)  | ^ Р /  ( I х  I), а время работы только что построенной про­
граммы, как не трудно видеть, ограничено функцией 
У (Р/( !■*!) + Pa (Pf (!■*!)), которая является полиномом от |дс|. ■

Если П 1 и Пг — задачи распознавания, а е\ и е2 — их схемы 
кодирования, то будем писать П 1 ос Пг (относительно заданных 
схем кодирования), если существует полиномиальная своди­
мость языка L [n i, е\] к £[Пг, е2]. Когда будет действовать стан­
дартное предположение о “разумности” используемых схем ко­
дирования, упоминание о конкретных схемах кодирования, как 
обычно, будет опускаться. Таким образом, на уровне задач 
полиномиальная сводимость задачи распознавания П 1 к задаче 
распознавания Пг означает наличие функции f : Од,-» Од2, удов­
летворяющей двум условиям:
( 1 ) f вычисляется полиномиальным алгоритмом и
(2) для всех /  е  Од, /  е  Уд, тогда и только тогда, когда

/( / )б У щ .
Чтобы получить конкретное представление о содержатель­

ном смысле этого определения, рассмотрим пример. Пусть Q =»
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=  {V,E)— граф с множеством вершин V и множеством ребер Е. 
Простым циклом в G называется такая последовательность 
<oi, v2, . . . .  Vk> различных вершин из V, что {t»t, о,+ 1} е £ ,  1 ^  
^  /' <  k, и {о*, о,} е  Е.
Гамильтоновым циклом в G называется простой цикл, содер­
жащий все вершины графа G. Задача ГАМИЛЬТОНОВ ЦИКЛ 
определяется следующим образом:

ГАМИЛЬТОНОВ цикл
УСЛОВИЕ. Задан граф G =  (V, Е).
ВОПРОС. Верно ли, что G содержит гамильтонов цикл?

Читатель, несомненно, заметил определенную связь между 
этой задачей и задачей распознавания КОММИВОЯЖЕР. По­
кажем, что ГАМИЛЬТОНОВ ЦИКЛ (ГЦ) сводится к КОМ­
МИВОЯЖЕРУ (КМ). Для этого требуется указать функцию /, 
которая отображает каждую индивидуальную задачу из ГЦ в 
соответствующую индвидуальную задачу из КМ и удовлетво­
ряет двум условиям, которые требуются от полиномиальной сво­
димости.

Функция / определяется очень просто. Пусть G == ( V, Е), 
|V |= 'm  означает фиксированную индивидуальную задачу из 
ГЦ. Соответствующая задача из КМ строится так: множество 
городов С совпадает с V; для любых двух городов vi, Vj е  С 
расстояние d(vi, У/) между ними полагаем равным 1 , если 
{vi, о / } е £ ,  и 2 в противном случае. Граница В для длины 
искомого маршрута берется равной т.

Легко показать (на неформальном уровне), что эта функция 
/ осуществляет сводимость и может быть вычислена за полино­
миальное время. Для вычисления m (m — 1) /2  расстояний 
d(vi, Vj) необходимо лишь выяснить, принадлежит ли {щ, Vj} 
множеству Е или нет. Поэтому первое требование полиномиаль­
ности сводимости выполнено. Для проверки второго требования 
необходимо показать, что G содержит гамильтонов цикл тогда 
и только тогда, когда в /(G) имеется проходящий через все 
города маршрут длины, не превосходящей В. Вначале допустим, 
что <оь v2, . . . .  t»m> — гамильтонов цикл в G. Тогда <oi, v2, . . .  
. . . ,  УтУ — маршрут в /(G ), а его длина равна т (т =  В), 
так как расстояние между любыми соседними городами марш­
рута равно 1, поскольку оно соответствует ребру в G. Наоборот, 
предположим, что <i>i, v2, . . . .  оот> — маршрут в /(G ), длина 
которого не превосходит В. Поскольку расстояние между лю­
быми двумя городами в /(G) равно либо 1, либо 2 и при вы­
числении длины маршрута суммируется ровно т таких расстоя­
ний, то из равенства В =  т следует, что расстояние между 
каждой парой соседних городов в маршруте равно 1. По
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определению /(G ), отсюда следует, что (и*, t>i+i}, 1 ^  i <  т, и 
{vm, V\} являются ребрами графа G и, следовательно, <щ, у2, ■ • ■ 
• ••, vmy — гамильтонов цикл в G.

Таким образом, мы доказали, что ГЦ ос КМ. Хотя это дока­
зательство гораздо проще многих доказательств, которые будут 
рассмотрены в дальнейшем, оно содержит все существенные 
элементы доказательства полиномиальной сводимости и на не­
формальном уровне может служить моделью для построения 
таких доказательств.

Значение леммы 2.1 для задач распознавания теперь может 
быть проиллюстрировано на примере сводимости ГЦ ос КМ. По 
существу, мы пришли к следующему заключению: если задача 
КОММИВОЯЖЕР может быть решена полиномиальным алго­
ритмом, то этот факт верен и для задачи ГАМИЛЬТОНОВ 
ЦИКЛ, а если ГЦ — труднорешаемая задача, то и КМ также 
труднорешаемая задача. Таким образом, .лемма 2.1 позволяет 
интерпретировать сводимость Ш ос П2 как утверждение, что 
задача П2 “не проще” задачи Пь

Отношение "полиномиальной сводимости” особенно удобно, 
поскольку оно является транзитивным. Это устанавливает сле­
дующая лемма.

Лемма 2.2. Если L\ ос А2 и А2 ос L3, то L\ ос А3.
Доказательство. Пусть Si, S 2 и Е3 — алфавиты языков Аь А2 

и А3 соответственно, функция / t: Е*-»-Е* реализует полиномиаль­
ную сводимость А, к А2, а /2: Е*-»Х* — полиномиальную своди­
мость А2 к А3. Тогда функция /: Е*—>2*, которая для всех х е Е *  
определяется соотношением /(*) — /2 (/1 (лс)), реализует искомую 
сводимость языка L\ к языку А3. В самом деле, f ( x ) e A 3 тогда 
и только тогда, когда х е  Ац а вычислимость / за полиномиаль­
ное время получается с помощью рассуждений, аналогичных 
рассуждениям, использованным при доказательстве лем­
мы 2 . 1 . ■

Теперь можно сказать, что языки А; и А2 (соответственно 
задачи распознавания ГЬ и П2) полиномиально эквивалентны, 
если они сводятся друг к другу, т. е. Ai ос А2 и А2 ос Ai (имеет 
место сводимость III ос П2 и П го сП !). Лемма 2.2 утверждает, 
что это отношение является отношением эквивалентности, 
а также, что отношение “ ос” определяет частичное упорядочение 
возникающих классов эквивалентности языков (задач распо­
знавания). На самом деле класс Р — это “наименьший” отно­
сительно этого частичного порядка класс эквивалентности и с 
вычислительной точки зрения его можно рассматривать как 
класс “самых легких” языков (задач распознавания). Класс 
NP-полных языков (задач) дает нам другой класс эквивалент­
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ности, который характеризуется тем, что он содержит “самые 
трудные” языки (задачи распознавания) из NP.

Язык L называется NP-полным, если L е  NP и любой дру­
гой язык L' e N P  сводится к L. Говоря неформально, задача 
распознавания П называется NP-полной, если П е  NP и любая 
другая задача распознавания П' е  NP сводится к П. Таким об­
разом лемма 2 . 1  позволяет отождествить N P-полные задачи с 
“самыми трудными задачами из NP”. Если хотя бы одна 
NP-полная задача может быть решена за полиномиальное 
время, то и все задачи из NP также мо­
гут быть решены за полиномиальное вре­
мя. Если хотя бы одна задача из NP 
труднорешаема, то и все NP-полные за­
дачи труднорешаемы. Следовательно, 
любая NP-полная задача П обладает 
свойством, которое сформулировано в 
начале настоящего раздела: если Р ф  
ф  NP, то П е  N P \P .  Точнее, П е Р  
тогда и только тогда, когда Р =  NP.

В предположении Р Ф  NP можно 
дать более точную картину класса NP, 
см. рис. 2.6. Заметим, что NP не просто 
разделяется на две области: “класс Р ” и “класс NP-полных за­
дач”. Как мы увидим в гл. 7, если Р отличен от NP, то должны 
существовать задачи из NP, неразрешимые за полиномиальное 
время и не являющиеся NP-полными.

Мы будем интересоваться в основном NP-полными задачами. 
Хотя в начале настоящего раздела говорилось, что имеются 
простые методы доказательства NP-полноты задач, требования, 
только что описанные нами, как будто свидетельствуют об об­
ратном. Нужно доказать, что любая задача из NP сводится к 
некоторому кандидату на NP-полную задачу. Совершенно не­
ясно, как это можно было бы доказать. Априори, не очевидно 
даже, что существует хотя бы одна NP-полная задача.

Следующая лемма, которая немедленно следует из опреде­
лений и транзитивности отношения ос, показывает, что вопрос 
сильно упростился бы, если бы была известна по крайней мере 
одна NP-полная задача.

Рис. 2.6. Уточненная кар­
тина класса NP.

Лемма 2.3. Если L\ и Ц  принадлежат классу NP, L\ — эго 
NP-полный язык и Ц ое Ц , то Ц  также NP-полный язык.

Доказательство. Так как L2 e N P ,  то достаточно показать, 
что для всякого L' е  NP U  сводится к Ц . Рассмотрим любой 
язык L 'e N P .  Так как Ц  — это NP-полный язык, то L' сво­
дится к Ц . В силу транзитивности отношения ос, из сводимо­
сти Ц  ос Ц  следует L ' ос Ц . ■
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На уровне задач распознавания эта лемма указывает про­
стой путь доказательства NP-полноты новой задачи П, если 
известна хотя бы одна NP-полная задача. Для того чтобы до­
казать NP-полноту задачи П, достаточно показать, что
1. Пе=ЫР.
2. Какая-то одна известная NP-полная задача П' сводится к П.

Однако, прежде чем можно будет воспользоваться этим ме­
тодом доказательства, необходимо найти некоторую исходную 
NP-полную задачу. Такую задачу дает нам фундаментальная 
теорема Кука, которую мы сформулируем и докажем в следую­
щем разделе.

2.6. ТЕОРЕМА КУКА
Честь быть “первой” NP-полной задачей выпала на долю 

задачи распознавания из булевской логики, задачи, которую 
обычно называют ВЫПОЛНИМОСТЬ (сокращенно ВЫП). Тер­
мины, использующиеся для ее описания, определяются следую­
щим образом.

Пусть U =  {ui, ы2.........ит } — множество булевских пере­
менных. Под набором значений истинности на множестве U бу­
дем понимать функцию t: U-*- {Т, F) 1). Если t ( u ) — Т, то будем 
говорить, что и принимает значение “истина” относительно t; 
если t ( u ) = F ,  то будем говорить, что и принимает значение 
“ложь”. Если и — переменная из U, то и и й назовем литера­
лами из U. Литерал и принимает значение “истина” относитель­
но t в том и только в том случае, если переменная и принимает 
значение “истина” относительно t\ литерал й принимает значе­
ние истина в том и только в том случае, если переменная и при­
нимает значение “ложь”.

Дизъюнкцией над U назовем множество литералов над U, на­
пример {и\, й3, Us}. Она представляет дизъюнкцию этих лите­
ралов и называется выполненной при некотором наборе значений 
истинности тогда и только тогда, когда при рассматриваемом 
наборе значений истинности хотя бы один из ее членов прини­
мает значение “истина”. В нашем примере дизъюнкция будет 
выполнена относительно t, если одновременно не окажется, что 
t(ui) =  F, Ц и з)  =  Т, t(us) =  F. Набор С дизъюнкций* 2) над U 
называется выполнимым в том и только в том случае, если 
найдется некоторый набор значений истинности на множестве 
U, такой, что одновременно выполнены все дизъюнкции из С. 
Такой набор значений истинности называется выполняющим на­
бором значений истинности для С. Задача ВЫПОЛНИМОСТЬ 
формулируется следующим образом:

’) От слов Truth — истина, False — ложь (англ.). — Прим, перев.
2) Часто вместо «набор дизъюнкций» говорят о конъюнкции этих дизъ­

юнкций. — Прим. ред.
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ВЫПОЛНИМОСТЬ
УСЛОВИЕ. Заданы множество переменных U и набор С дизъ­
юнкций над U.
ВОПРОС. Существует ли выполняющий набор значений истин­
ности для С?

Например, пусть U =  {«ь и2} и С =  {{«ь й2}, {щ, и2}}. Это 
индивидуальная задача из ВЫП, ответ на которую есть “да”. 
Выполняющее задание значений истинности определяется так: 

(и2) =  Т. С другой стороны, заменив С на С' =  
— {{«1, ы2}, {ыь и2}, {«,}}, получим пример индивидуальной за­
дачи, ответ на которую есть “нет”, поскольку С' невыполнима.

Теперь можно сформулировать фундаментальную теорему 
Кука [91].

Теорема. 2.2 (теорема Кука). Задача ВЫПОЛНИМОСТЬ  
есть NP-полная задача.

Доказательство. Легко видеть, что ВЫП лежит в классе NP. 
Недетерминированному алгоритму для ее решения достаточно 
указать набор значений истинности на исходном множестве пе­
ременных и осуществить проверку того, что этот набор значений 
выполняет все дизъюнкции из исходного набора С. Все это 
легко сделать (недетерминированным образом) за полиномиаль­
ное время. Таким образом, первое требование, которому должны 
удовлетворять NP-полные задачи, выполнено.

Для того чтобы проверить выполнение второго требования, 
вернемся к уровню языков, т. е. к представлению ВЫП языком 
£вып =  L [ВЫП, е] для некоторой разумной схемы кодирова­
ния е. Необходимо показать, что для всех языков L е  NP имеет 
место соотношение L ос £.Вып- Разные языки из NP могут сильно 
отличаться; число этих языков бесконечно, поэтому невозможно 
указать отдельное сведение для каждого из них. Однако каждый 
язык из NP может быть представлен в стандартном виде, а 
именно НДМТ-программой, работающей полиномиальное время 
и распознающей этот язык.

Такое представление позволяет иметь дело с общей НДМТ- 
программой, время работы которой полиномиально, и получить 
общую сводимость языка, распознаваемого этой программой, к 
Lsbin. Если эту общую сводимость специализировать для кон­
кретной НДМТ-программы М, распознающей Lm, то получится 
искомое полиномиальное сведение Lm к Ьвып- Таким образом, 
по существу, для всех L е  NP будет представлено общее дока­
зательство того, что L ос LBun.

Вначале рассмотрим произвольную НДМТ-программу М 
с полиномиальным временем работы, которая имеет компоненты 
Г, S, Ь, Q, q0, ду, дм, 6  и распознает язык L =  Lm- Кроме того.
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пусть р(п)  — полином с целыми коэффициентами, ограничиваю­
щий сверху временную сложность Тм (п). (Не умаляя общно­
сти, можно считать, что р ( п ) ^  п для всех n e  Z+.) Функция 
ft, реализующая общую сводимость, будет описана в терминах 
М, Г, 2, Ь, Q, q0, qY, qn, б и р.

Удобно рассматривать ft как отображение из множества 
слов в алфавите 2 в индивидуальные задачи из ВЫП, а не в 
слова в алфавите 2, которые кодируют задачи из ВЫП, так 
как детали, связанные с кодированием, могут быть легко вос­
полнены. Таким образом, функция f t  будет обладать тем свой­
ством, что для всех л е 2* принадлежность х е  L имеет место 
в том и только в том случае, если для набора дизъюнкций ft(*) 
имеется выполняющий набор значений истинности. Ключом к 
построению функции ft является использование некоторого на­
бора дизъюнкций для записи утверждения, что х принимается 
НДМТ-программой М, т. е. утверждение x e L .

Если входное слово г е 2* принимается программой М, то 
для х  существует принимающее вычисление программы М, та­
кое, что число шагов на стадии проверки и число символов в 
слове-догадке ограничены величиной р(п),  где п =  |х |.  В таком 
вычислении будут участвовать лишь ячейки с номерами от 
—р(п)  до р(п )~(- 1. Это следует из того, что читающая/пишу- 
щая головка начинает работу в ячейке с номером 1 и на каж­
дом шаге сдвигается не более чем на 1 ячейку. Проверяющее 
вычисление полностью определяется заданием в каждый мо­
мент времени содержания ячеек с указанными номерами, вну­
треннего состояния и положения читающей/пишущей головки. 
Далее, поскольку в проверяющем вычислении имеется не более 
р(п) шагов, то необходимо учесть не более р(п)-\- 1 моментов 
времени. Это позволяет полностью описать такое вычисление, 
используя полиномиально ограниченное число булевских пере­
менных и некоторый набор значений истинности на их мно­
жестве.

Множество переменных U, участвующих в описании функции 
ft, предназначено именно для указанных целей. Перенумеруем 
элементы множеств Q и Г следующим образом: Q:qo, q\ =  qY, 
q% =■ Яы, <7з> • ••> Яг, где r = | Q | ;  Г: So =  b, si, $2. sv, где 
о = | Г |  — 1. В дальнейших рассуждениях будут участвовать 
три типа переменных, каждому из которых придается опреде­
ленный смысл согласно рис. 2.7. При этом фраза “в момент 
времени Г  служит сокращением точного выражения “после вы­
полнения i-ro шага проверяющего вычисления”.

Вычисление программы М очевидным образом индуцирует 
на множестве этих переменных набор значений истинности, если 
принять соглашение, что при окончании вычисления раньше мо­
мента времени р(п) конфигурация остается неизменной во все
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моменты времени после остановки, т. е. сохраняются заключи­
тельное состояние, положение головки и запись на ленте. В ну­
левой момент времени запись на ленте состоит из входного 
слова х, расположенного в ячейках с номерами от 1 до л, и 
слова-догадки w в ячейках с номерами от — 1 до |ш |, при этом 
все остальные ячейки пусты.

С другой стороны, произвольный набор Значений истинности 
этих переменных не обязательно соответствует какому-то вы­
числению, а тем более принимающему. При произвольном на­
боре значений истинности переменных в некоторой ячейке могли

Переменная Пределы изменения 
индексов Придаваемый смысл

Q[i. А] 0 <  i <  р (п) В момент времени / программа М 
находится в состоянии ць

я  [«, /] 0 <  i <  р (л)
— Р ( « X  / <  Р («) +  1

В момент времени i читающая/пишу­
щая головка просматривает ячейку 
с номером /

S [С, /. к] 0 < t < p ( n )
— Р (п)<  / <  р (п) +  1

В момент времени i в /-й ячейке 
записан символ ад

Рис. 2.7. Переменные набора дизъюнкций fL (х) и придаваемый им смысл

бы быть одновременно записаны несколько различных симво­
лов, машина могла бы находиться одновременно в нескольких 
различных состояниях, а читающая/пишущая головка могла бы 
одновременно просматривать любое подмножество ячеек с но­
мерами от —р(п) до р(п)+  1 . Описание функции fL осущест­
вляется посредством построения такого набора дизъюнкций, со­
держащего перечисленные переменные, что набор значений 
истинности будет выполняющим тогда и только тогда, когда 
этот набор значений истинности индуцируется некоторым при­
нимающим вычислением на входе х, причем стадия проверки 
этого вычисления выполняется не более чем за р(п) шагов и 
слово-догадка имеет длину не более р{п).  Таким образом мы 
получим импликации:

r e t  ФФ на входе х существует принимающее вычисление про­
граммы М

ФФ на входе х существует принимающее вычисление про­
граммы М, число шагов которого не превосходит 
р{п),  а слово-догадка w имеет длину, равную р(п) 

ФФ существует выполняющее задание значений истинно­
сти для набора дизъюнкций задачи /*.(*).
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Это будет означать, что для ft выполнено одно из двух усло­
вий, требующихся в определении полиномиальной сводимоста 
Другое условие, заключающееся в том, что ft должна быть 
вычислима за полиномиальное время, можно будет легко про­
верить после того, как описание ft будет закончено.

Дизъюнкции индивидуальной задачи ft(x) можно подразде­
лить на 6  групп, каждая из которых будет налагать ограничение 
определенного типа на любой выполняющий набор значений 
истинности. Эти группы показаны на рис. 2.8.

Группа
дизъюнкций Налагаемое ограничение

0 1 В любой -момент времени I программа М находится ровно
в одном состоянии.

Оа В любой момент времени I читающая/пишущая головка прос­
матривает ровно одну ячейку.

G| В любой момент времени i каждая ячейка содержит ровно
один символ из Г.

Gi В момент времени 0 вычисление находится в исходной кон­
фигурации стадии проверки при входе х.

О» Не позднее чем через р (я) шагов М переходит в состояние
qv и, следовательно, принимает х.

Gi Для любого момента времени /, 0 ^  i ^  р (я), конфигурация
программы М а момент времени i +  1 получается из конфи­
гурации в момент времени / одноразовым применением функ­
ции перехода б.

Рис. 2.8. Группы дизъюнкций для fL (х) и ограничения, накладываемые ими 
на выполняющий набор истинностных значений.

Легко видеть, что если все 6  групп дизъюнкций действи­
тельно осуществляют поставленные перед ними цели, то выпол­
няющий набор значений истинности обязан соответствовать нуж­
ному принимающему вычислению на входе х. Единственное, что 
остается, — это указать способ построения групп дизъюнкций, 
осуществляющих эти цели.

Группа G1 состоит из следующих дизъюнкций:
{Q[i, 0 ], Q[t, 1 ].........Q[i, г]},
{ Ж И . Ш 7 } } ,  о < / < р ( я ) ,  о < / < / ' < г.

Первые /э(/г) +  1 из этих дизъюнкций могут быть выполнены 
одновременно в том и только в том случае, если в каждый мо­
мент времени i программа М находится по крайней мере в од­
ном состоянии. Остальные (р(л) -j-1 ) {г -f 1) (г/2 ) дизъюнкций 
могут быть выполнены одновременно в том и только в том слу­
чае, если ни в один момент времени t программа М не нахо­
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дится более чем в одном состоянии. Таким образом, Gi выпол­
няет свое назначение.

Группы Gi и <3з строятся аналогично, а группы G* и Gs очень 
просты, каждая из них включает дизъюнкции, состоящие только 
из одного литерала. На рис. 2.9 дано полное описание первых 
пяти групп дизъюнкций. Отметим, что как число дизъюнкций в 
этих группах, так и максимальное число литералов, входящих 
в каждую дизъюнкцию, ограничены некоторым полиномом от п 
(так как г и v — констднты, которые определяются по М и, зна­
чит, по языку L).

Группа
дизъюнк- Дизъюнкции, входящие в группу

ций

С, {Q N, 0], Q [/, 1]........Q[/,r]}, 0 < /</>(„),
{Q [i, Л, О Ю 7]), 0 < / < р ( я ) ,  0 < / < Г < г ,

О, {Я [/, -  р (я)], НЦ, - р  (я) +  1]....... Я [I, р (п) +  1]}, 0 <  I <  р (я);
{Я II, л, H[t,  /']}, 0 < / < р ( я ) ,  - р ( я ) < / < / ' < р ( л )  +  1

о, {S К i, 0]. s К  /, 1]......s [/, /, о]}, о <  < <  р (п),
— р (« )< /<  р («) +  1 ,

{SJW, А]. s \ t , i .k 'п .  О < Х р (я). - Р ( я) < / < Р ( я) +  1.
0<fe <

0 4 {Q [0, 0]}, {Я [0, 1]}, {S [0, 0, 0]},
{S [0, 1, *,П. {S [0, 2, *,1Ь . . . ,  {S [0, п, *„!),
{S [0, п + 1 , ОН, {S [0, я +  2, 0]}........{S[0, р(я) +  1, 0]},
где . . .  skn.

Оь {Q [р («),!]}•

Рис. 2.9. Первые 5 групп дизъюнкций для fL (х).

Несколько сложнее выглядит описание последней группы 
дизъюнкций — G6, которая гарантирует, что каждая следующая 
конфигурация машины получается из предыдущей в результате 
применения одной команды программы М. Эта группа состоит 
из двух подгрупп дизъюнкций.

Первая подгруппа гарантирует, что если читающая/пишущая 
головка в момент времени i не просматривает ячейку с номером 
/, то символ в ячейке с номером / от момента времени i к мо­
менту времени t +  1 не изменится. Дизъюнкции этой подгруппы 
имеют вид

($[/, /. /], Н[1, /], S[/ +  1 , /, Л). 0  < /< /> (« ) ,
— / Ф ) < / </>(«) +  1 . 0 < Ь ^ ц .
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Зафиксируем произвольно момент времени i, ячейку с номе­
ром / и символ si. Е с л и  в  момент времени i читающая/пишущая 
головка не просматривает ячейку с номером / и в  этой ячейке 
в момент времени i записан символ /, а в момент времени i -j- 1 
его там уже нет, то указанная выше дизъюнкция не будет вы­
полнена (в противном случае она будет выполнена). Таким об­
разом, 2 (p (n )+  1 ) 2 (о -f- 1 ) дизъюнкций этой группы выполняют 
свое назначение.

Вторая подгруппа дизъюнкций из группы G6 гарантирует, что 
перестройка одной машинной конфигурации в следующую про­
исходит согласно функции перехода б программы М. Для каж­
дой четверки

(i, и k, I), 0 < i < p ( n ) ,  — p ( n ) < / < p ( n ) + 1 ,
и

эта подгруппа содержит следующие три дизъюнкции:
{ТГйТТ], oVTk], S[i, /, /], h [i +  1, / +  А]>,
{ Щ й } ,  QUTk], S[i, i, /], q [* + 1 , *']},
[ Щ П ] ,  Q tTfel, S[i, /, /], S[i +  1, /, П}.

где значения A, k' и /' определены так:
если qk <= Q \{ q y, qu}, то б (qk, st) =  (qk„ st„ A), 
а если qk e  {qY, qN}, to A =  0, k' =  k и l' =  1.

Нетрудно понять (хотя для этого может потребоваться не­
сколько минут раздумий), что эти 6 (р(«)) (р (я )-Н ) (r-f 1 ) (u-f-1 ) 
дизъюнкций дают необходимое ограничение на выполняющий 
набор значений истинности.

Таким образом, мы показали, как построить группы дизъ­
юнкций Gi—Ge, которые выполняют свое назначение. Если 
x e L ,  то у программы М на входе х есть принимающее вычис­
ление длины не более р{п), и это вычисление дает при заданной 
интерпретации переменных набор значений истинности, который 
выполнит все дизъюнкции из С =  G\ U G2 (J G3 G4 U G 5 U G6. На­
оборот, набор дизъюнкций С построен так, что любой выпол­
няющий набор значений истинности для С обязан соответство­
вать некоторому принимающему вычислению программы М на 
входе х. Отсюда следует, что для fb(x) имеется выполняющий 
набор значений истинности тогда и только тогда, когда ^ e i .

Теперь осталось показать, что для любого фиксированного 
языка L индивидуальная задача \ l ( x )  может быть построена за 
время, ограниченное полиномом от п =  \х\. Если язык L задан, 
то можно выбрать некоторую НДМТ-программу М, которая рас­
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познает L за время, ограниченное полиномом р (нет необходи­
мости за полиномиальное время находить саму недетерминиро­
ванную программу, так как необходимо лишь показать, что ото­
бражение ft существует). Если имеются определенная НДМТ- 
программа М и многочлен р, то построение множества перемен­
ных U и набора дизъюнкций С требует чуть больше работы, чем 
заполнение всех позиций в стандартной (хот'я и довольно слож­
ной) формуле. Полиномиальная ограниченность этого вычисле­
ния будет ясна, если мы покажем, что Length[ft(*)J ограничена 
сверху полиномом от п, где Length [/], как указано в разд. 2.1, 
характеризует длину слова, кодирующего индивидуальную за­
дачу /, при некоторой разумной схеме кодирования.

В качестве «разумной» функции длины для задачи ВЫП 
можно, например, взять |£ /Ы С |.  Ни одна из дизъюнкций не 
может содержать более 2 - |£ /| литералов (т. к. общее число 
литералов равно 2 - | t / | ) ,  а число символов, необходимое для 
описания каждого индивидуального литерала, не более lo g |i / |,  
но этой величиной можно пренебречь, так как она дает полино­
миальный вклад в общую длину задачи. Поскольку г и v фикси­
рованы заранее, то они могут увеличить | t / |  и |С | в постоян­
ное число раз, поэтому имеем \U \ = 0 ( p ( n ) 2) и |С | =  0 (р (п ) )2. 
Следовательно, Length [ft (jc) ] =  | U\ • | С| =  О (р(п)4) и, значит, 
ограничена полиномом от п, что и требовалось.

Таким образом, преобразование ft может быть вычислено 
алгоритмом, имеющим полиномиальную временную сложность 
(однако конкретная полиномиальная граница для сложности 
будет зависеть от L, а также от выбора М и р), из чего можно 
заключить, что для всех L е  NP функция ft вычислима за поли­
номиальное время и отображает L в ВЫП (точнее, отображает 
L в £вып). Отсюда вытекает утверждение теоремы, что ВЫП 
есть NP-полная задача. ■



3. Доказательство результатов 
об NP-полноте

Если бы все доказательства NP-полноты были так же слож­
ны, как доказательство NP-полноты задачи ВЫПОЛНИМОСТЬ, 
то очень сомнительно, что список NP-полных задач смог бы 
стать столь обширным, как в настоящее время. Однако, как 
указывалось в разд. 2.4, если уже известна одна NP-полная 
задача, то процедура доказательства NP-полноты других задач 
значительно упрощается. Для доказательства NP-полноты за­
дачи П е  NP достаточно показать, что какая-нибудь из извест­
ных NP-полных задач IT может быть сведена к П. Таким обра­
зом, в дальнейшем процесс доказательства NP-полноты задачи 
распознавания П будет состоять из следующих четырех шагов:
(1) доказательства того, что П лежит в NP;
(2) выбора известной NP-полной задачи П';
(3) построения функции /, сводящей задачу П' к задаче П, и
(4) доказательства того, что функция / осуществляет полино­

миальное сведение.
Цель настоящей главы состоит не только в том, чтобы озна­

комить читателей с конечными результатами этого процесса 
(с окончательными доказательствами NP-полноты), но также и 
в том, чтобы подготовить их к самостоятельному поиску таких 
доказательств.

В разд. 3.1 приводятся 6 задач, которыми чаще других поль­
зуются при доказательстве результатов об NP-полноте в каче­
стве “известных NP-полных задач”, и доказывается NP-полнота 
этих шести задач. В разд. 3.2 приводится описание трех общих 
подходов к установлению сводимости задач и дается их иллю­
страция посредством доказательства NP-полноты большого чис­
ла различных задач. Заключительный раздел содержит не­
сколько результатов об NP-полноте, которые предлагается до­
казать читателю.

3.1. ШЕСТЬ ОСНОВНЫХ NP-ПОЛНЫХ ЗАДАЧ
Когда опытным практикам встречается задача П, NP-пол­

ноту которой требуется доказать, их преимущество заключается 
в том, что они имеют богатый выбор путей такого доказатель­
ства. Вполне может случиться, что в прошлом они уже дока­
зывали или видели доказательство NP-полноты похожей зада­
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чи П'. Это может привести к мысли попытаться построить до­
казательство NP-полноты задачи П, копируя доказательство 
NP-полноты задачи П', или просто сводя задачу П' к задаче П. 
Во многих случаях это может привести к достаточно простому 
доказательству NP-полноты задачи П.

Однако очень часто не удается найти, NP-полную задачу, 
похожую на П (даже располагая обширным списком задач, по­
добным тому, который приведен в конце книги), В таких слу­
чаях практику может быть не ясно, какая из сотен известных 
NP-полных задач лучше всего подходит в качестве основы иско­
мого доказательства. Однако предыдущий опыт может оказаться 
полезным для ограничения области выбора некоторым “ядром” 
из базовых задач, использовавшихся ранее. Хотя теоретически 
любую из известных NP-полных задач можно наравне с дру­
гими выбрать для доказательства NP-полноты новой задачи, на 
практике оказывается, что некоторые задачи подходят для этой 
цели гораздо лучше других. Следующие шесть задач входят в 
число тех, которые используются наиболее часто и для начи­
нающего они могут служить “основным ядром” списка извест­
ных NP-полных задач.

3-ВЫПОЛНИМОСТЬ (3-ВЫП)
УСЛОВИЕ. Дан набор С =  {cb с2, . . . ,  ст } дизъюнкций на ко­
нечном множестве переменных U, таких, что | с/1 =  3, 1 ^  i ^  т. 
ВОПРОС. Существует ли на U набор значений истинности, при 
котором выполняются все дизъюнкции из С?

ТРЕХМЕРНОЕ СОЧЕТАНИЕ (3-С)
УСЛОВИЕ. Дано множество М ^  W X  X X  У, где W, X  и У — 
непересекающиеся множества, содержащие одинаковое число 
элементов q.
ВОПРОС. Верно ли, что М  содержит трехмерное сочетание, 
т. е. подмножество М' =  М, такое, что \М ' \=  q и никакие два 
разных элемента АТ не имеют ни одной равной координаты?

ВЕРШИННОЕ ПОКРЫТИЕ (ВП)
УСЛОВИЕ. Дан граф С = (У , Е) и положительное целое число 
K . K K \ V \ .
ВОПРОС. Имеется ли в графе G вершинное покрытие не более 
чем из К элементов, т. е. такое подмножество V  s  V, что 

и для каждого ребра {и, v) е  Е хотя бы одна из вер­
шин и или v принадлежит V"?

КЛИКА
УСЛОВИЕ. Дан граф G — (V,E)  и положительное целое число 
J ^ \ V \ .
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ВОПРОС. Верно ли, что G содержит некоторую клику мощно­
сти не менее J, т. е. такое подмножество V' £  V, что | V  \ ^  /  и 
любые две вершины из V' соединены ребром из Е?

ГАМИЛЬТОНОВ ЦИКЛ (ГЦ)
УСЛОВИЕ. Дан граф G = (V ,E ) .
ВОПРОС. Верно ли, что G содержит гамильтонов цикл, т. е. 
такую последовательность <i»i, Vz, . . . .  v„> вершин графа G, что 
n = \ V \ ,  {оп, и {vi,Vi+i}^.E для всех i, 1 ^  i п.

РАЗБИЕНИЕ
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество А и “вес” s (a )e Z +  
для каждого а е  А.
ВОПРОС. Существует ли подмножество A 's A ,  такое, что

Z  *(“) =  Z  s (°)?
ы=А' а е А \А '

Одна из причин популярности этих шести задач заключается 
в том, что все они содержались в исходном списке из 21

NP-полной задачи, приведен­
ном в работе Карпа [280].Мы 
начнем демонстрацию методов 
доказательства NP-полноты с 
доказательства NP-полноты 
этих шести задач, указывая в 
подходящих случаях такие их 
варианты, NP-полнота кото­
рых более или менее непосред­
ственно следует из NP-полно­
ты этих шести задач.

Первая сводимость будет 
получена с помощью задачи 
ВЫПОЛНИМОСТЬ, посколь­
ку пока это единственная за­

дача, NP-полноту которой мы установили. Однако по мере дока­
зательства NP-полноты этих шести задач список NP-полных за­
дач будет расширяться и доказательство NP-полноты некото­
рой задачи может быть получено с использованием любой из 
задач, NP-полнота которой установлена раньше, чем для зада­
чи П. На рис. 3.1 указана последовательность сведения задач, 
которая применяется в доказательстве NP-полноты шести основ­
ных задач, причем если стрелка ведет от одной задачи к другой, 
то первая сводится ко второй. Эта последовательность не сов­
падает с последовательностью, выбранной Карпом, но даже в

ВЫПОЛНИМОСТЬ

1
3-В Ы П

Ж "" X
3 -С  В П

1 /  \
Р А З Б И Е Н И Е  Г Ц  К Л И К А

Рис. 3.1. Диаграмма последователь­
ности сведения задач, используемых 
для доказательства NP-полноты шести 

основных задач.
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тех случаях, когда они совпадают, мы иногда изменяем или 
модифицируем доказательство Карпа, чтобы лучше проиллю­
стрировать общие приемы сводимости.

3.1.1. 3-выполнимость
Задача 3-ВЫПОЛНИМОСТЬ есть просто ограниченный ва­

риант задачи ВЫПОЛНИМОСТЬ, в котором каждая индивиду­
альная задача имеет ровно три литерала в каждой дизъюнкции. 
Из-за своей простой структуры эта задача наиболее часто при­
меняется для доказательства результатов об NP-полноте.

Теорема 3.1. Задача 3-ВЫПОЛНИМОСТЬ является NP-лод- 
ной.

Доказательство. Нетрудно видеть, что 3-ВЫП е  NP. Это 
следует из того, что недетерминированному алгоритму необхо­
димо угадать лишь набор значений истинности переменных за­
дачи и проверить за полиномиальное время, будут ли при таком 
наборе значений истинности выполняться все заданные трехли­
теральные дизъюнкции.

Сведем задачу ВЫП к задаче 3-ВЫП. Пусть U =  {«ь «2,
. . . .  ип) — множество переменных и С =  {ct, с2> . . . ,  ст } — про­
извольный набор дизъюнкций, определяющий произвольную ин­
дивидуальную задачу из ВЫП. Построим набор С' трехлите­
ральных дизъюнкций на некотором множестве переменных U', 
такой, что С' выполним тогда и только тогда, когда выпол­
ним С.

Набор С' будет строиться путем замены каждой отдельной 
дизъюнкции с( е С  “эквивалентным” набором Cj трехлитераль­
ных дизъюнкций на множестве U исходных переменных и мно­
жестве U'j некоторых дополнительных переменных, причем пе­
ременные из U'j будут использоваться только в дизъюнкциях из 
Cj. Другими словами,

у , = ^ и ( /и  £ / '/ )

и

Таким образом, нужно только показать, как исходя из с/ можно 
построить Cj и Uj.

Пусть С/ задается множеством {zi, z2, . . . .  г*}, где г{— ли­
тералы на множестве U. Способ образования Cj и Uj зависит 
от значения k.
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Случай 1. k = l .  Тогда £/' =  {у). У*},

I’ У)' У]\' (21’ У)' У!)' {2i’ У)’ У]}’ (2i’ У)’ У*) }• 
Случай 2. А =  2. Тогда i/ ' =  {у)},

С) ~  {{Zl> Z2> У}}> {Zl> Z2> У)}}‘
Случай 3. /? =  3. Тогда U't =  0 ,  £; =  {{(:,}}.
Случай 4. k > 3. Тогда U' =  [у‘: — 3},

С ;  =  { { z p  z 2, */'}} U { { у / ,  z i+ 2 , ^ + > }  : 1 <  /  <  А -  4 }  и

U { { Г 3- 2 a - i > гк}}-
Для доказательства того, что здесь в самом деле имеет ме­

сто сводимость, необходимо показать, что набор дизъюнкций 
С' выполним тогда и только тогда, когда выполним набор 
дизъюнкций С. Предположим вначале, что t: U -> {Т, F) есть 
набор значений истинности, выполняющий С. Покажем, что t 
может быть продолжен до набора значений истинности t U '  -> 
->{Т, F}, который выполняет С'. Поскольку переменные в мно­
жестве U ' \  U делятся на группы 1)\ и так как переменные в 
каждой группе U\ входят только в дизъюнкции, принадлежащие 
С/, то достаточно показать, как t может быть продолжен на 
каждое множество U'j отдельно, и в каждом случае нужно про­
верить, что выполняются все дизъюнкции в соответствующем 
множестве С/.

Это можно сделать следующим образом. Если U\ построены, 
как в случае 1 или 2, то дизъюнкции из С/ уже выполнены 
с помощью /, поэтому / может быть продолжен на Uj произ­
вольно, например, если положить t'(y) =  T для всех y ^ V \ .  
Если Uj построено, как в случае 3, то 0/ — пусто и единствен­
ная дизъюнкция в С/ уже выполнена с помощью t. Остается 
только случай 4, который соответствует дизъюнкции {zu z2, . . .
. . . ,  z k) из С, причем к >  3. Поскольку t — выполняющий набор 
значений истинности для С, то найдется такое целое /, что Zi 
при / принимает значение истина. Если / = 1  или 2, то пола­
гаем t'iy*) =  F, 1 ^  i ^  k — 3. Если I =  k — 1 или к, то пола­
гаем ?(у*) =  Р, l ^ i ^ /г —3. В противном случае полагаем 
t ' ( 1/|) =  Г при — 2 и l '(y j)  =  F при I — —3.
Легко проверить, что такой набор значений истинности обе­
спечит выполнение всех дизъюнкций в С/, поэтому /' выпол­
няет все дизъюнкции из С'. Обратно, если / ' — некоторый 
выполняющий набор значений истинности для С',  то легко 
проверить, что ограничение t' на переменные из U должно быть 
выполняющим набором значений истинности для С. Таким 
образом, С' выполним тогда и только тогда, когда выполним С.
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Для того чтобы убедиться, что эта сводимость полиномиаль­
ная, достаточно заметить, что число трехлитеральных дизъюнк­
ций в С' ограничено полиномом от тп. Следовательно, размер 
индивидуальной задачи 3-ВЫП ограничен сверху некоторым по­
линомом от размера соответствующей задачи ВЫП, а так как 
все детали построения сводимости очевидны, то читателю будет 
нетрудно проверить, что эта сводимость 'является полиномиаль­
ной. ■

Ограниченная структура задачи 3-ВЫП делает ее гораздо 
более полезной при доказательстве результатов об NP-полноте 
по сравнению с задачей ВЫП. Любое доказательство, основан­
ное на задаче ВЫП (кроме только что приведенного), может 
быть легко перестроено в доказательство, основанное на 3-ВЫП, 
даже без изменения функции, осуществляющей сводимость. На 
самом деле дополнительное условие о том, что все дизъюнкции 
имеют одинаковую длину, часто может упростить сводимость, 
которую нужно построить, и тем самым облегчить ее отыска­
ние. Более того, очень малая длина дизъюнкций позволяет ис­
пользовать сводимости, которые вообще не могли бы быть по­
строены для индивидуальных задач с дизъюнкциями большей 
длины. Это наводит на мысль, что было бы еще лучше, если бы 
удалось показать, что аналогичная задача 2-ВЫПОЛНИМОСТЬ 
(каждая дизъюнкция содержит ровно два литерала) является 
NP-полной. Однако 2-ВЫП может быть решена методом “резо­
люций” за время, ограниченное полиномом от произведения 
числа дизъюнкций и числа переменных заданной индивидуаль­
ной задачи [91] (см. также [114]), и, следовательно, принад­
лежит классу Р.

3 .1 .2 . Т р е х м е р н о е  с о ч е та н и е

Задача ТРЕХМЕРНОЕ СОЧЕТАНИЕ (3-С) обобщает сле­
дующую известную задачу о “бракосочетании": имеется п хо­
лостых мужчин и п незамужних женщин, а также список всех 
пар мужчин и женщин, согласных вступить в брак друг с дру­
гом; можно ли осуществить п бракосочетаний так, чтобы ка­
ждый получил бы приемлемого супруга (или супругу), причем 
никто не должен вступать в брак дважды? Аналогичным обра­
зом в задаче ТРЕХМЕРНОЕ СОЧЕТАНИЕ множества W, X 
и У соответствуют трем различным “полам”, а каждая тройка 
из М отвечает “трехмерному сочетанию", приемлемому для всех 
трех участников. Приверженцы традиций будут довольны, узнав, 
что, в то время как задача 3-С является NP-полной, обычная 
задача о бракосочетании может быть решена за полиномиаль­
ное время (см., например, [212]).
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Т е о р е м а  3.2. Задача ТРЕХМЕРНОЕ СОЧЕТАНИЕ является 
NP-полной.

Доказательство. Легко видеть, что 3-С е  NP. Это следует из 
того, что недетерминированному алгоритму нужно только уга­
дать подмножество в М, состоящее из ^ = | \ ^ |  =  |^ |  =  |У| 
троек, и за полиномиальное время проверить, что любые две из 
угаданных троек отличаются по всем координатам.

Сведем задачу 3-ВЫП к задаче 3-С. Пусть U =  {ui, и2, . ..  
. . . ,  ип} — множество переменных и С =  {ci, с2.........cmj — мно­
жество дизъюнкций произвольной индивидуальной задачи из 
3-ВЫП. Нужно построить непересекающиеся множества W, X, 
У и / И д ^ Х ^ Х У ,  такие, что |№ | =  |Х | =  |У | и М содержит 
паросочетание в том и только в том случае, когда С выпол­
нима.

Искомое множество упорядоченных троек М будет разбито 
на три различных класса в соответствии с их функциональным 
назначением: “набор значений истинности” и “развертка”, “про­
верка выполнения" и “достройка”.

Тройки, входящие в класс "набор значений истинности и 
развертка”, разбиваются на группы (компоненты), каждая из 
которых соответствует одной переменной и е [ / ,  а ее строение 
зависит от общего числа m дизъюнкций в С. Строение этой 
компоненты для случая m =  4 показано на рис. 3.2. В общем 
случае каждая такая компонента, соответствующая переменной 
щ, включает "внутренние” элементы at [j] е А  и bi[j] е  У, 1 ^  
^  у ^  пг, которые не будут входить ни в какую тройку вне этой 
компоненты, и “внешние” элементы «/[/], щ[у] е  W, 1 ^  у ^  т, 
которые будут входить в другие тройки. Образующие эту ком­
поненту гройки могут быть подразделены на два множества:

т\ =  {(“ i [Л. ai [Я. bt [у]): 1 <  У <  т};
Т[ =  {(“* [Я. ai I/ +  1). bt [/']): 1 <  у <  пг) (J

(J{(«/[m], at [1], bt [т])}.
Так как внутренние элементы (а* [у], bt[j]; 1 ^  ^  т) мо­

гут входить только в тройки, принадлежащие множеству 
Т 1 — Т\\}Т\, то легко видеть, что любое трехмерное сочетание М' 
должно иметь ровно m троек из Ti, а именно либо все гройки 
из Т\, либо все тройки из Т\. Следовательно, можно считать, 
что компонента из Г/ приводит к тому, что трехмерное сочетание 
индуцирует присвоение переменной и( значения “истина” или 
“ложь". Таким образом, трехмерное сочетание М' s M  опреде­
ляет набор значений истинности на множестве U, при этом пе­
ременная щ принимает значение “истина” тогда н только тогда, 
когда М’ [\Тt =  T\i
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Каждая компонента множества М, предназначенная для про­
верки выполнимости, соответствует одной дизъюнкции с/ е  С. 
Такая компонента содержит только два «внутренних» элемента 
si [/]е Х  и «г[/]е У ,  а также “внешние” элементы из множества 
{«<[/] I й<1/]: 1 ^  i ^  п}, выбираемые в зависимости от того, ка-

Ш

й[3]

Рис. 8.2. Компонента Т[, задающая значения истинности при m =  4 (нижние 
индексы у переменных для простоты опущены). Должно быть выбрано либо 
множество Т\ (заштрихованное множество), либо множество Т\ (иезаштрихо- 
ванное множество), при этом остаются НЕПОКРЫТЫМИ (т. е. не объеди­

ненными в тройки) либо все и/ [/], либо все й[ [/] соответственно.

кие литералы содержатся в дизъюнкции с/. Множество троек, 
образующих эту компоненту, определяются следующим об­
разом:

C i  =  { ( « < [ / ] ,  s , [/], s2 [/']): щ  е  C j) у  Ш [У], * , Ш .  s2 [/]): й , «=  с ,} .

Итак, любое трехмерное сочетание М 'е М  должно содержать 
ровно одну тройку из С/. Но это условие может быть выпол­
нено только в том случае, если для некоторого литерала и,- е  с, 
(или йн е  с/) элемент щ [/] (соответственно щ [/]) не войдет ни 
в одну из троек множества Tif\M', а это будет иметь место 
тогда и только тогда, когда набор значений истинности, опре­
деляемый множеством М', выполняет дизъюнкцию С / .

Построение нужной индивидуальной задачи из 3-С будет за­
кончено после описания одной большой компоненты “достройки”
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G. Эта компонента включает внешние элементы 
f t[A ]e  У, 1 ^  k ^  m (п — 1), а также внешние элементы вида 
ui[j] (или м,[/] из множества W. Компонента G состоит из 
следующего множества троек:

G =  {(«;[/]. f t  [ft], g2 [*]).(«! [Л. git*:], f t  [*]):
1 1), 1 < г  < п ,

Таким образом, каждая пара g\[k\, g2[&] должна войти в 
трехмерное сочетание только с одним из элементов и,[;] или 
Hi[j], не попавших в тройки из M '\G .  Имеется ровно т (п — 1) 
таких “непокрытых” внешних элементов, и структура компонен­
ты G обеспечивает, что они всегда могут быть покрыты с по­
мощью выбора соответствующего подмножества M'f]G. Следо­
вательно, компонента G гарантирует, что, если для некоторого 
подмножества из M \ G  выполняются все ограничения, нала­
гаемые компонентами набора значений истинности, тогда это 
подмножество может быть дополнено до трехмерного сочетания 
в М.

Резюмируя сказанное, положим:
W =  {«, [/], й, [/']: 1 <  i <  я, 1 <  / <  т],
X ^ A l j S ^ G y

где
А =  {at [У]: l < t < n ,  1 <  / <  т),

51 =  {si[j]: 1 <  /' <  m},
G\ =  (ft [/]: I < / < m ( n  — 1)};

Y =  BU S2UG2, 
где

B = { b l [j\:
52 =  {s2№  1 < / < « } .
G2 =  {ft[/]: 1 1)},

Заметим, что каждая тройка из М есть элемент множества 
W X  X X  Y, что и требовалось. Кроме того, поскольку множе­
ство М содержит только

2тп +  З т  •+- 2т2п (п — 1)
троек и множество М в терминах индивидуальной задачи из 
3-ВЫГТ определяется явным образом, легко видеть, что М мо­
жет быть построено за полиномиальное время. Из комментариев,
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которыми сопровождалось описание множества М, немедленно 
следует, что оно не может содержать трехмерного сочетания, 
если набор С невыполнйм. Теперь необходимо доказать, что 
существование выполняющего набора значений истинности для 
набора дизъюнкций С влечет за собой существование в М трех­
мерного сочетания.

Пусть t: U -*■ {Т, F} — произвольный выполняющий набор 
значений истинности для С. Построим трехмерное сочетание 

следующие образом. Для каждой дизъюнкции с / е С  
рассмотрим некоторый литерал г/ е  {щ, щ \ 1 ^  i ^  п) f| С/, при­
нимающий значение “истина” при отображении t (такое г/ 
должно существовать, поскольку t выполняет C j ) .  Затем по­
ложим

м ' = (  и гП и Г и 7-Пи Г и *[/]. й [Л »)ио ',
\ t  (и{) - Т  /  \Ц и {)= Р  /  V / - 1  /

где G' — соответствующее подмножество множества G, выбран­
ное так, что оно содержит все g \\k \ ,  gs[fc] и оставшиеся ы,-[/] 
и й,[/]. Нетрудно проверить, что такое множество G' всегда 
можно выбрать и что полученное в результате множество М' 
будет трехмерным сочетанием. И

Вместо задачи 3-С для доказательства результатов об NP- 
полноте часто пользуются следующей, более общей и более на­
глядной версией этой задачи.

Т О Ч Н О Е  П О К Р Ы Т И Е  3 - М Н О Ж Е С Т В А М И  ( Т П - 3 )
УСЛОВИЕ. Задано конечное множество X, такое, что |Х | =  3<7, 
и семейство С трехэлементных подмножеств множества л. 
ВОПРОС. Верно ли, что семейство С содержит точное покры­
тие множества X, т. е. такое подсемейство С' s  С, что каждый 
элемент из X  содержится ровно в одном элементе из С?

Заметим, что любую индивидуальную задачу из 3-С можно 
рассматривать как индивидуальную задачу из ТП-3, считая 
просто, что М состоит из неупорядоченных троек элементов 
множества W U X U Y. При этом трехмерные сочетания для ин­
дивидуальной задачи из 3-С взаимно однозначно соответствуют 
точным покрытиям соответствующей индивидуальной задачи 
из ТП-3. Таким образом, задача 3-С есть ограниченная версия 
задачи ТП-3, и NP-полнота ТП-3 следует из естественного све­
дения к ней задачи 3-С.

3 .1 .3 . В е р ш и н н о е  п о к р ы ти е  и К л и к а
Несмотря на то что задачи ВЕРШИННОЕ ПОКРЫТИЕ и 

КЛИКА при доказательстве результатов об NP-полноте исполь­
зуются независимо, в действительности они представляют собой



74 3. Доказательство результатов об N P -полноть

всего лишь разные способы рассмотрения одной и той же за­
дачи. Для того чтобы это понять, удобно рассмотреть их вместе 
с третьей задачей, которая называется НЕЗАВИСИМОЕ МНО­
ЖЕСТВО.

Независимым множеством в графе G =  (V, Е) называется 
такое подмножество V' из V, что для любых и, v е  V', ребро 
{и, о} не принадлежит Е. В задаче НЕЗАВИСИМОЕ МНОЖЕ­
СТВО для заданного графа G =  (V, Е) и положительного це­
лого числа / ^ | У |  спрашивается, верно ли, что G содержит 
независимое множество V', такое, что | V'\ ^  /. Легко убедиться, 
что независимые множества, клики и вершинные покрытия свя­
заны между собой следующим образом.

Лемма 3.1. Д ля любого графа G =  (V, Е) и подмножества 
1/'е У следующие утверждения эквивалентны:

(а) У'есть вершинное покрытие G;
(б) V \V ' есть независимое множество в G;
(в) V \  V  есть клика в дополнении G графа G, где G =  
=  (V, Е), Е =  {{и, о} : и, в е  V и {и, v}<£E}.

Таким образом, эти три задачи можно рассматривать в не­
котором смысле как “различные версии” одной и той же за­
дачи. Более того, взаимосвязи между задачами, указанные в 
лемме 3.1, делают тривиальным вопрос о сводимости между 
любыми двумя из них.

Сведем, например, задачу ВЕРШИННОЕ ПОКРЫТИЕ к за­
даче КЛИКА. Пусть G =  (V, Е) и K ^ |V |  — произвольная ин­
дивидуальная задача из ВП. Соответствующая индивидуальная 
задача из КЛИКИ получается, если взять граф G и целое число

Отсюда следует, что NP-полнота всех трех задач следует 
из NP-полноты любой из них. Докажем, что задача ВЕРШИН­
НОЕ ПОКРЫТИЕ NP-полна.

Теорема 3.3. Задача ВЕРШИННОЕ ПОКРЫТИЕ NP-лолна.
Доказательство. Легко видеть, что задача ВП ̂  NP. Это 

следует из того, что недетерминированному алгоритму доста­
точно угадать подмножество вершин и за полиномиальное 
время проверить, что это подмножество содержит хотя бы один 
конец любого ребра и имеет соответствующее число элементов.

Сведем задачу 3-ВЫП к задаче ВП. Пусть U =  {«ь и2, . ..  
. . . ,  ия} и С =  (ci, с2, . . . .  Cm} определяют произвольную ин­
дивидуальную задачу из 3-ВЫП. Укажем граф G =  (V, Е) и 
положительное целое число K ^ |V | ,  такие, что G имеет вер­
шинное покрытие с числом элементов не более К тогда и только 
тогда, когда выполним набор дизъюнкций С,
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Как и в предыдущем доказательстве, наша конструкция бу­
дет составлена из нескольких компонент. В данном случае, од­
нако, будут присутствовать только компоненты набора значе­
ний истинности и проверки выполнимости, дополненные неко­
торыми вспомогательными ребрами, связывающими различные 
компоненты.

Для каждой переменной щ&11  имеется компонента Ti =  
=  (У(, Ei) набора значений истинности (где Vi — {иг, Hi), Ei =  
=  {{и*, ы<}}), т. %. Tt — это пара вершин, соединенных одним 
ребром. Заметим, что любое вершинное покрытие должно по­
крыть ребро из Et, поэтому оно должно содержать по крайней 
мере одну из вершин ы< или щ.

Для каждой дизъюнкции с / е С  имеется компонента про­
верки выполнимости S/ =  (V'j, Ej), состоящая из трех вершин 
и трех соединяющих их ребер, образующих треугольник:

^  а2Щ, а3[/]},
Е' =  {{а,[1], а2[ /]} > ,[ /] , а3[/]}, {а2[/], а3[/]».

Отметим, что любое вершинное покрытие должно содержать 
хотя бы две вершины из V/, чтобы покрыть все три ребра из Е\

Связывающие ребра — это единственная часть конструкции, 
зависящая от того, какие литералы входят в дизъюнкции. Их 
лучше всего рассматривать с точки зрения компонент проверки 
выполнимости. Для каждой дизъюнкции c / s C  обозначим через 
х /, уI, Zj три входящих в нее литерала. Тогда связывающие 
ребра, исходящие из 5/, задаются следующим образом:

Я) “ {{а, [Л, *,}, К  [Л, У,}, {а3 [/'], z,}}.

Построение индивидуальной задачи из ВП будет закончено, 
если положить k =  п -j- 2 т  и G =  (V, Е ) , где

На рис. 3.3 приведен граф, соответствующий индивидуальной 
задаче из 3-ВЫП, когда U {ии и2, и3, ы4} и С =  {{ии «3, м4}, 
{«I, «2. й4}}.

Нетрудно видеть, что эту конструкцию можно осуществить 
за полиномиальное время. Поэтому достаточно показать, что С 
выполнима тогда и только тогда, когда у G есть вершинное по­
крытие с числом элементов не более К.
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Предположим вначале, что V' — вершинное покрытие G 
и \ V ' \ ^  K. В силу сделанных выше замечаний, V' должно со­
держать по крайней мере одну вершину каждого Г/ и хотя бы 
две вершины каждого S/. В совокупности это дает по крайней 
мере п-\-2ш =  К вершин, поэтому V  должно содержать ровно 
одну вершину каждого 7\ и ровно две вершины каждого S/. 
Таким образом, можно использовать пересечение V' с компонен­
тами наборов значений истинности, чтобы получить отображение

и \ и \ и 1  Щ  и 3 и 3 и 4 " 4

Рис. 3.3. Индивидуальная задача из ВЕРШИННОЕ ПОКРЫТИЕ, к которой 
приводит индивидуальная задача из 3-ВЫП при £/ =  {ui, и2, и3, ut), С =  

— {{«!, Из, й«), {в,. «2, й«}}. Здесь к  =  п +  2т =  8.

t : U-*-{T, F}. Для этого положим t ( u i )= T ,  если V', и 
t (u i )=  F, если V. Для доказательства того, что этот набор 
значений истинности выполняет каждую дизъюнкцию с,- е  С, 
рассмотрим три ребра подграфа E'f. Только два из них могут 
быть инцидентны вершинам из V/ Л V', поэтому одно из них 
должно быть инцидентно вершине некоторого подграфа Vi, при­
надлежащей также nV'. Отсюда следует, что соответствующий 
литерал и,■ (или к,) дизъюнкции С/ принимает значение “истина” 
при рассматриваемом наборе значений истинности t, и, следо­
вательно, t выполняет дизъюнкцию С /. Поскольку это утверж­
дение имеет место для каждой дизъюнкции с/ е  С, то отсюда 
следует, что t — выполняющий набор значений истинности 
для С.

Обратно, предположим, что t: U {Т, F} — выполняющий 
набор значений истинности для С. Тогда сответствующее вер­
шинное покрытие V  содержит одну вершину из каждого Ti и 
две вершины из каждого S/. При этом вершиной из Ti, принад­
лежащей V', будет щ (если t{U i)= T)  или щ (если t{u i)=  F). 
Поскольку t выполняет каждую дизъюнкцию с/, то это обеспе­
чивает покрытие по крайней мере одного из трех ребер, принад­
лежащих множеству Е". Следовательно, осталось включить в V' 
концы оставшихся двух ребер из £", принадлежащие подграфу 
Sj (которые могут быть либо инцидентны, либо не инцидентны 
вершинам из компонент наборов значений истинности), при этом 
получится искомое вершинное покрытие. Я
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3 .1 .4 . Г а м и л ь т о н о в  ци кл

В гл. 2 мы видели, что к задаче ГАМИЛЬТОНОВ ЦИКЛ 
(ГЦ) может быть сведена задача распознавания КОММИ­
ВОЯЖЕР, поэтому NP-полнота последней задачи следует из 
NP-полноты задачи ГЦ. После завершения доказательства 
NP-полноты задачи ГЦ будет указано несколько вариантов за­
дачи ГЦ, NP-полнота которых более или менее непосредственно 
следует из аналогичного факта для задачи ГЦ.

В дальнейшем для удобства будем пользоваться следующим 
соглашением: если <oi, v2, . . . .  on> — некоторый гамильтонов 
цикл, то ребра {щ, щ+i}. 1 ^  i <  п, и {о„, щ} будут называться 
ребрами в этом цикле. Приводимая ниже сводимость получена 
комбинацией двух сводимостей из работы Карпа [280], она 
указана в работе Лиу и Гелдмахера [358].

Теорема, 3.4. Задача ГАМИЛЬТОНОВ ЦИКЛ является NP- 
полной.

Доказательство. Легко видеть, что Г Ц е Ы Р . Это вытекает 
из того, что недетерминированному алгоритму нужно угадать 
только последовательность вершин и за полиномиальное время 
проверить, что все вершины этой последовательности соединены 
ребрами, принадлежащими данному графу.

Сведем задачу ВЕРШИННОЕ ПОКРЫТИЕ к задаче ГЦ. 
Пусть индивидуальная задача из ВП задана графом G =  (V, Е) 
и положительным целым числом К ^ |К | .  Построим граф 
G '= ( V ' ,  Е'), такой, что в G' есть гамильтонов цикл тогда и 
только тогда, когда в G' есть вершинное покрытие, состоящее 
из не более чем К элементов.

В данном случае наша конструкция опять будет состоять из 
нескольких компонент, соединенных линиями связи. Во-первых, 
граф G' имеет К “выбирающих” вершин а\, а2, . . . .  ак, кото­
рые будут использованы для выбора К вершин графа G. Во-вто­
рых, для каждого ребра из Е граф G' содержит компоненту, 
“проверяющую покрытие”, которая будет использована для того, 
чтобы обеспечить присутствие одного из концов каждого ребра 
среди К выбираемых вершин. Компонента, соответствующая 
ребру е =  {и, v} е  Е, показана на рис. 3.4. Она имеет 12 вершин

Ке =  {(ы, е, г),(о, е, i): l < i < 6  
и 14 ребер

Ее =  {{(и, е, /),(«, е, /+ 1 ) ,  {(о, е, /), (о, е, /+ 1 )} : 1 < / '< 5 }  
U {{(«. е, 3), (v, е, 1)},{(о, е, 3),(и, е, 1)}}
U {{(«, е, 6), (о, е, 4)}, {(о, е, 6), (гг, е, 4)}}.
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Когда конструкция будет закончена, то дополнительные 
ребра, ведущие к этой проверяющей покрытие компоненте, бу­
дут инцидентны только вершинам (и, е, 1), (о, е, 1), (и, е, 6) и 
(о, е, 6). Отсюда следует (в этом читатель может легко убе­
диться), что любой гамильтонов цикл в графе G' должен пере-

Рис. 3.4. Компонента для проверки покрытия, соответствующая ребру е =■  nvi *\umuuncni а а »1л  нриосрпп ШЛ) \,ии 1 ос 1 ы  о  у  1ищал pcupjr с —•

=  {и, о] в сведении задачи ВЕРШИННОЕ ПОКРЫТИЕ к задаче ГАМИЛЬ­
ТОНОВ ЦИКЛ.

секать ребра из Е'е по одной из трех конфигураций, изображен­
ных на рис. 3.5. Например, если цикл “подходит” к рассматри­
ваемой компоненте в вершине (u, е, 1), то он “выходит” обяза­
тельно в вершине (и, е, 6) и проходит либо через все 12 вершин 
этой компоненты, либо только через 6 вершин (и, е, /),

Рис. 3.5. Три возможные конфигурации пересечения гамильтонова цикла 
с компонентой для проверки покрытия ребра е =  [и, о}. Конфигурации со­
ответствуют следующим случаям: (а) и принадлежит, а о не принадлежит 
покрытию: (б) и и v принадлежат покрытию; (в) о принадлежит, а и не при­

надлежит покрытию.

Дополнительные ребра в окончательной конструкции служат 
либо для соединения пар компонент проверки покрытия, либо 
для соединения компоненты проверки покрытия с выбирающей 
вершиной. Для каждой вершины s e F  упорядочим произволь­
ным образом ребра, инцидентные v: е„\ц, е0\ц, . . . ,  e0ideg(o)b 
где deg(o)— степень вершины v в графе G (т. е. число ребер,
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инцидентных вершине о). Все компоненты проверки покрытия, 
соответствующие ребрам, инцидентным о, соединяются вместе 
следующими связующими ребрами:

Как показано на рис. 3.6, такое соединение образует единствен­
ный путь в G', включающий в точности те вершины (х, у, г), 
для которых х =  V.

Р и с . З .в .  П у т ь , с о ед и н яю щ и й  все  к о м п о н ен ты  п р о в ер к и  п о к р ы ти я , ко то р ы е 
со о тв етств у ю т  р е б р а м  и з  Е, и н ц и д ен тн ы м  в ер ш и н е  о.

Последняя группа связующих ребер в G' соединяет первую 
ч последнюю вершины этого пути с каждой из выбирающих 
шршин а\, аг, . . . .  о,к. Эти ребра имеют следующий вид:

Нетрудно видеть, что граф G' можно построить за полиномиаль- 
ное время исходя из G и К.

V' =  {at: 1 < z< /C } U (U b K )
и
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Мы утверждаем, что G' имеет гамильтонов цикл тогда и 
только тогда, когда G имеет вершинное покрытие, состоящее не
более чем из К вершин. Предположим, что <иь у2........ ул>—
гамильтонов цикл в графе G' (здесь /г =  |У '|) .  Рассмотрим лю­
бую часть этого цикла, которая начинается и кончается в вер­
шинах множества {fli, а 2, . . . .  а*} и не содержит ни одной вер­
шины этого множества в качестве промежуточной. В силу 
ранее упомянутых ограничений на конфигурацию, по которой га­
мильтонов цикл может проходить через компоненту проверки 
покрытия, рассматриваемая часть цикла должна проходить 
только через компоненты проверки покрытия, соответствующие 
ребрам из Е, инцидентным некоторой общей вершине и е  У. 
Каждая компонента проверки покрытия пересекается одним из 
способов (а), (б) или (в), указанных на рис. 3.5, причем она 
не проходит через вершины ни из какой другой компоненты 
проверки покрытия.

Таким образом, К вершин множества {аь а 2, а*} делят
рассматриваемый гамильтонов цикл на К путей, соответствую­
щих некоторым вершинам » e F. Поскольку гамильтонов цикл 
должен проходить через все вершины каждой компоненты про­
верки покрытия, причем вершины из компоненты проверки по­
крытия ребра е е £  могут принадлежать только пути, соответ­
ствующему одной из вершин, инцидентных е, то любое ребро в 
Е должно быть инцидентно по крайней мере одной из К выбран­
ных вершин. Следовательно, это множество, состоящее из К вер­
шин, образует искомое вершинное покрытие графа G.

Обратно, предположим, что F * s F  — вершинное покрытие 
графа G и Можно считать, что | V"* ] =  /С, поскольку
если к У* добавить несколько вершин из У, то У* останется вер­
шинным покрытием. Обозначим элементы У* через v\, у2, ..., у*. 
Рассмотрим, какие ребра нужно включить в гамильтонов цикл 
графа G. Из компоненты проверки покрытия, представляющей 
ребро е =  {и, у} е  Е, выберем ребра, изображенные на 
рис. 3.5(a), (б) или (в), в зависимости от того, равно ли 
{и, у) П У* соответственно {ы}, {и, у} или {у}. Поскольку V* — 
вершинное покрытие графа G, то одна из этих возможностей 
обязательно должна быть реализована. Затем возьмем все ребра 
в E'Vi, 1 Наконец, выберем ребра

{ai, ( v t, ev t [\], 1)},

и
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Проверить то, что выбранное множество ребер в действи­
тельности соответствует гамильтонову циклу в G', мы предостав­
ляем читателю. ■

Рассмотрим несколько вариантов задачи ГАМИЛЬТОНОВ 
ЦИКЛ. Задача ГАМИЛЬТОНОВ ПУТЬ формулируется так же, 
как задача ГЦ, но без условия, что первая и‘последняя вершины 
в последовательности должны быть соединены ребром. Задача 
ГАМИЛЬТОНОВ n y j b  МЕЖДУ ДВУМЯ ВЕРШИНАМИ от­
личается от задачи ГАМИЛЬТОНОВ ПУТЬ только тем, что в 
условии этой задачи фиксируются две вершины и и v и спра­
шивается, верно ли, что G содержит гамильтонов путь из и в v. 
NP-полнота обеих этих задач может быть доказана с помощью 
простой модификации сводимости, использованной для доказа­
тельства NP-полноты задачи ГЦ. Модифицируем граф G', кото­
рый получается в конце рассмотренной выше конструкции сле­
дующим образом: добавим три новые вершины ао, a*+i и ак+2, 
два новых ребра {ao, a j  и (а^+ь ак+2}, а также заменим каж­
дое ребро вида {ai, (и, e0[deg(t,)i, 6)} на ребро {ак+ь (v, вьШеШ, 
6)}. В последней модификации задачи ГЦ выделенными верши­
нами являются ао и a*+i.

Все три перечисленные выше задачи остаются NP-полными 
и в том случае, если неориентированный граф G заменить ори­
ентированным, а неориентированный гамильтонов цикл или 
путь заменить на ориентированный. Вспомним, что ориентиро­
ванный граф G =  (V, А) состоит из множества вершин V и мно­
жества А упорядоченных пар вершин, называемых дугами. Га­
мильтоновым путем в ориентированном графе G =  (V, А) на­
зывается такая последовательность <oi, a2, •••. уя> (п =  |У |)  
вершин графа G, что <Oi, Oi+i) е Д  1 ^  i <  п. Гамильтонов 
путь называется гамильтоновым циклом, если <оя, i»i) е  А. 
Каждая из упомянутых выше задач на неориентированных гра­
фах может быть сведена к задаче на ориентированном графе за­
меной ребра {и, v} неориентированного графа парой дуг (и, v ) 
и (о, и). По существу, задачи на неориентированных графах 
являются частными случаями соответствующих задач на ориен­
тированных графах.

3.1.5. Разбиение
В настоящем разделе будет рассмотрена последняя из шести 

основных NP-полных задач — задача РАЗБИЕНИЕ. Эта задача 
особенно полезна при доказательстве NP-полноты задач, усло­
вие которых содержит такие числовые параметры, как длины, 
веса, стоимости, пропускные способности и т. д.

Теорема, 3.5. Задача РАЗБИЕНИЕ является NP-полной^
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Доказательство. Легко видеть, что РАЗБИЕНИЕ е  NP. 
В самом деле, недетерминированный алгоритм должен угадать 
только подмножество А' множества А и за полиномиальное 
время проверить, что сумма размеров элементов из А' такая же, 
как сумма размеров элементов из /4 \А '.

Сведем задачу 3-С к задаче РАЗБИЕНИЕ. Пусть множества 
W, X, У при \W\ =  \X\ =  \Y\ =  q и подмножество M s l ^ X ^ X  
X  У образуют произвольную индивидуальную задачу из 3-С. 
Обозначим элементы этих множеств следующим образом:

и

W =  {wu w2, . . . .  wq), 
X  “  (jC[, x2l • ». f , 
у =  {У\, Уъ yq)

M =  {mu m2.........mk),

где k =  \M\. Требуется построить множество А и размеры 
s ( a ) e Z +  всех элементов а е  Л так, чтобы А содержало под­
множество А', для которого справедливо

£  s ( a ) =  £  *(*)
a e j V  аеА\А'

в том и только в том случае, если М содержит трехмерное со­
четание.

Множество А будет содержать k  - f  2 элемента и строиться 
в два шага. Первыми k элементами множества А будут 
{a i : 1 ^  i ^  k}, где at ассоциируется с тройкой пи е  М. Размер 
s(ai) элемента ai определяется с помощью двоичного представ­
ления числа s{ai). Слово из нулей и единиц, соответствующее 
s(a ,), разбивается на 3q “зон” nop =  r i o g 2(£ +  1)П бит в каж­
дой. Каждая из этих зон помечается некоторым элементом из 
W U X Ul' так, как указано на рис. 3.7.

Двоичное представление числа s(a ,) зависит от соответ­
ствующей тройки m* =  (wf(i), xg(l), #А(0)<= М (гд е /, g и Л -  
функции, задающие индексы первой, второй и третьей ком­
понент каждой тройки mt) В числе s(at) правые концы зон, 
соответствующих числам *g(i) и yh{l), помечены 1, осталь­
ные знаки числа s (а*) — нули. Другими словами,

s (a j __ 2р <'» 2Р (2,-г (Л) -1- 2Р (?_А (<)).

Так как двоичная запись каждого из чисел s(a/) имеет длину 
не более 3pq, то ясно, что s(a,) можно построить по заданной 
индивидуальной задаче из 3-С за полиномиальное время.



3.1 Шесть основных NP -полных задач 83

На данной стадии конструкции важно отметить, что если 
просуммировать содержимое одной зоны всех элементов мно­
жества {а;: 1 i ^  ft}, то результат всегда не будет превосхо­
дить 2”— \. Следовательно, при суммировании Z aei4>s(a) по 
некоторому подмножеству A' s  { а /: 1 ^  ^  к) никогда не при-

1 1 1 1 1
тгт m  H iii T ll|N l|— |ll l | [ ф | | | ~ III! 1 Г 

w2 — wq. * 1  x 2 "•« xq У\ Уг ••• %
Р и с .  3 .7 . Д в о и ч н а я  за п и с ь  чи сла  s ( a )  с п о м ечен н ы м и  3q « зо н ам и »  с  р  =  
=  Г  lo g ]  (k +  1) “ | двои ч н ы м и  зн а к а м и  в к а ж д о й , к о т о р а я  и с п о л ь з у е т с я  

в све д е н и и  3 -С  к  Р А З Б И Е Н И Е .

дется переносить единицы из одной зоны в соседнюю. Отсюда 
следует, что если положить

3<7-1 .
в =  s  v

1-о
(В — число, в двоичной записи которого в правом конце каждой 
зоны стоит 1), го для любого подмножества А' Е  {a<: 
соотношение

Е s(a) =  B
а<=А•

выполняется тогда и только тогда, когда М' =  {пи : щ е  А'} — 
трехмерное сочетание для М.

На последней стадии конструкции строятся оставшиеся два 
элемента из А. Они определяются элементами bi и 62, имею­
щими следующие размеры:

s (й|) =  2 5 (а*)) — В,

s(b2) =  ( Е  s(a<)) +  В1).

Двоичные записи этих величин имеют длину не более 3p q +  1 и 
могут быть построены за время, зависящее полиномиальным 
образом от размера индивидуальной задачи из 3-С.

*) Е сли  в м н о ж естве  М нет т р ех м е р н о го  со ч е та н и я , то , в о о б щ е  го во р я , 
s ( b i )  м о ж е т  б ы ть  о тр и ц ател ьн о , ч т о  п р о ти во р еч и т  о п ределен и ю  s ( a < ) e  Z+. 
В этом  слу ч ае , д л я  с п р ав ед л и в о сти  т ек с та  д о к а за т е л ь с т в а  с л е д у е т  п о л о ж и ть  k
s (b j)  =  0, s  (Ьг) =  3  Е  s  “  Прим. ред. 

i -1
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Теперь предположим, что имеется подмножество / 5 'д Д  та­
кое, что

£  s(a) =  £  s(a).
а ^ А '  а < ^ А \ А '

Тогда каждая из этих сумм должна быть равна 2 з(а,),
причем одно из множеств А' или А \ А '  содержит Ь\ и не содер­
жит Ьч. Отсюда следует, что остальные элементы этого множе­
ства принадлежат множеству {а,-: 1 ^  г ^  сумма их разме­
ров равна В и, в силу сделанного замечания, они образуют 
подмножество, соответствующее некоторому трехмерному соче­
танию М' в М. Обратно, если задано трехмерное сочетание М' <= 
£ М , то множество {&i}U{ai • mt е  М'} образует искомое мно­
жество А' для заданной индивидуальной задачи из ПАРОСО- 
ЧЕТАНИЕ. Таким образом, задача 3-С ос РАЗБИЕНИЕ, и тео­
рема доказана. ■

3.2. НЕКОТОРЫЕ МЕТОДЫ ДОКАЗАТЕЛЬСТВА 
NP-ПОЛ НОТЫ

Методы, используемые при доказательстве результатов об 
NP-полноте, меняются почти в столь же широких пределах, как 
и сами NP-полные задачи, поэтому здесь у нас нет возможности 
проиллюстрировать их все. Однако имеется несколько общих 
приемов доказательства, которые часто встречаются и могут 
подсказать путь к доказательству NP- полноты новой задачи. 
Они называются: (а) сужение задачи, (б) локальная замена и 
(в) построение компоненты.

В настоящем разделе, в основном на примерах, мы объясним, 
что понимается под каждым из этих приемов доказательства. 
Было бы ошибкой пытаться дать их явное определение. Многие 
доказательства допускают интерпретации, позволяющие при­
числить их к любой из этих трех категорий. Некоторые доказа­
тельства так сильно зависят от специфики описания задачи, 
что их не удается классифицировать естественным образом в 
столь ограниченном множестве категорий. Так что читателю не 
следует рассматривать нижеизложенное как попытку классифи­
кации всех доказательств NP-полноты. Наша единственная 
цель — проиллюстрировать некоторые подходы к доказательству 
NP-полноты, которые мы (а также другие авторы) с интуитив­
ной точки зрения нашли конструктивными и привлекательными.

Для краткости мы будем в дальнейшем опускать во всех 
доказательствах проверку того, что рассматриваемая задача 
принадлежит NP. Относительно каждой из рассматриваемых 
ниже задач легко установить разрешимость за полиномиальное
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время недетерминированным алгоритмом, и у читателя не 
должно возникнуть затруднений, если потребуется построить 
такой алгоритм.

3.2.1. Сужение задачи

Из трех рассматриваемых приемов доказательства метод 
сужения — самый простой и, вероятно, наиболее часто встре­
чается.

Доказательство методом сужения NP-полноты фиксирован­
ной задачи П е  NP заключается просто-напросто в установле­
нии того, что задача П включает в качестве частного случая 
известную NP-полную задачу 1Г. Суть состоит в том, чтобы 
указать дополнительные ограничения, которые требуется нало­
жить на индивидуальные задачи из П, чтобы получившаяся в 
результате сужения задача была бы эквивалентна П'. При этом 
не требуется, чтобы возникающая в результате сужения задача 
была точной копией известной NP-полной задачи, необходимо 
только, чтобы между задачами имелось “очевидное” взаимно­
однозначное соответствие, сохраняющее ответы “да” или “нет”. 
Взаимно-однозначное соответствие, которое дает сведение IT 
к П, обычно настолько очевидно, что его даже не требуется 
указывать явно.

Несколько примеров доказательств этого типа уже встреча­
лось в разд. 3.1.2. NP-полнота задачи ТОЧНОЕ ПОКРЫТИЕ 
3-МНОЖЕСТВАМИ была доказана путем рассмотрения среди 
ее индивидуальных задач только тех, в которых трехэлементные 
множества содержат по одному элементу из множеств W, X и У 
(где W, X и У— равномощные непересекающиеся множества). 
т акие задачи идентичны задаче 3-С. В разд. 3.1.4 NP-полнот.ч 
задачи ОРИЕНТИРОВАННЫЙ ГАМИЛЬТОНОВ ЦИКЛ была 
доказана благодаря тому, что среди ее индивидуальных задач 
мы рассматривали только те, в которых ориентированный граф 
вместе с каждой дугой (и, о) содержит противоположно ориен­
тированную дугу (о, и), т. е. индивидуальные задачи, в сово­
купности образующие задачу, идентичную задаче ГАМИЛЬТО­
НОВ цикл.

Таким образом, метод сужения можно рассматривать скорее 
как иной взгляд на задачу, а не как стандартный способ дока­
зательства NP-полноты. Вместо того чтобы пытаться свести 
одну из известных NP-полных задач к заданной, мы концентри­
руем внимание на последней и пытаемся отбросить “несуще­
ственные” ее детали с тем, чтобы получилась известная NP-пол- 
ная задача.

Ниже приведено еще несколько примеров задач, NP-полно­
та которых доказывается методом сужения; при этом доказа­
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тельства формулируются настолько кратко, насколько это воз­
можно.

(1) МИНИМАЛЬНОЕ ПОКРЫТИЕ
УСЛОВИЕ. Задано семейство С подмножеств множества S и 
положительное целое число К.
ВОПРОС. Содержит ли С покрытие множества S размера не 
более К, т. е. найдется ли подмножество C 's C ,  такое, что 
|С ' |< К  и U с =  5?

е е  С

Доказательство. Задача превращается в ТП-3, если ограничить­
ся только теми индивидуальными задачами, у которых |С | =  3 
для всех множеств с е С  и К =  |S | /3.

(2) МНОЖЕСТВО ПРЕДСТАВИТЕЛЕЙ
УСЛОВИЕ. Задано семейство С подмножеств множества S и 
положительное целое число К.
ВОПРОС. Содержит ли S множество представителей для С 
мощности, не превосходящей К\ т. е. существует ли подмноже­
ство S ' =  S, такое, что | S ' | ^  К и S '  содержит по крайней мере 
один элемент из каждого множества семейства С?
Доказательство. Задача превращается в задачу ВП, если рас­
смотреть только те индивидуальные задачи, у которых |с | =  2 
для всех с е С

(3) ИЗОМОРФИЗМ ПОДГРАФУ
УСЛОВИЕ. Заданы два графа G =  (V\, E t) и Н =  (V2, Е2)\ 
ВОПРОС. Содержит ли граф G подграф, изоморфный Н? 
Другими словами, существуют ли такие подмножества V е  V\, 
Е<=Е\ и взаимно-однозначная функция f : Р2-»- V, что |У | =  
=  | V21, |£ |  =  |Е 2 | тогда и только тогда, когда {/(и), f(o)} е £ ?

Доказательство. Задача превращается в задачу КЛИКА, если 
рассматривать только те индивидуальные задачи, для которых 
Н — полный граф, т. е. те индивидуальные задачи, в которых 
Е2 содержит все возможные ребра, соединяющие вершины 
из V2-

(4) ОСТОВНОЕ ДЕРЕВО ОГРАНИЧЕННОЙ СТЕПЕНИ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G ~ ( V , E )  и положительное целое 
число К, К V\ — 1.
ВОПРОС. Существует ли в G остовное дерево, в котором все 
вершины имеют степень не более К, т. е. такое подмножество 
Е'<=Е, что |£ ' |  =  |У |— I, граф G' = (К , Е') связен и ни одна 
вершина в У не принадлежит более чем К ребрам из £'?
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Доказательство. Если рассмотреть только те индивидуальные 
задачи, в которых К =  2, то задача превращается в задачу ГА­
МИЛЬТОНОВ ПУТЬ.

(5) МИНИМАЛЬНЫЙ ЭКВИВАЛЕНТНЫЙ 
ОРИЕНТИРОВАННЫЙ ГРАФ
УСЛОВИЕ. Заданы ориентированный граф G =  (V ,А) и поло­
жительное целое число К, К ^  |Л |.
ВОПРОС. Существует-ли ориентированный граф G '= ( V ,  Л'), 
такой, что /Т е Л, j /4 'l^ /C  и для каждой пары вершин и и о 
из У в С' имеется ориентированный путь от и к v тогда и только 
тогда, когда в G имеется ориентированный путь из и к о.
Доказательство. Если рассматривать только индивидуальные 
задачи, для которых граф G сильно связен, т. е. содержит ориен­
тированный путь от любой вершины к любой другой вершине v 
и |/С| =  | V |, то задача превращается в задачу ОРИЕНТИРО­
ВАННЫЙ ГАМИЛЬТОНОВ ЦИКЛ. Отметим, что при таком 
сужении фактически возникает задача ОРИЕНТИРОВАННЫЙ 
ГАМИЛЬТОНОВ ЦИКЛ В СИЛЬНО СВЯЗНОМ ОРИЕНТИ­
РОВАННОМ ГРАФЕ, однако NP-полнота этой задачи немед­
ленно следует из приведенных выше конструкций для задач ГЦ 
и ОРИЕНТИРОВАННЫЙ ГЦ.

(6) РЮКЗАК
УСЛОВИЕ. Задано конечное множество U, “размеры” s ( u ) s  
s Z + , “стоимости” v (и)s Z +  для всех u s  U, общее ограниче­
ние В на размеры, B e  Z+, и значение стоимости К s  Z+. 
ВОПРОС. Существует ли подмножество U' S  U, такое, что

£  s ( u ) < B  и £  о(м)>/С?
веЦ' u&U'

Доказательство. Если ограничиться рассмотрением только та­
ких индивидуальных задач, в которых для всех u s t / ,  s(u) =  
=  v(u) и B — K = ' h ^ lueU s(u), то задача превращается в 
РАЗБИЕНИЕ.

(7) РАСПИСАНИЕ ДЛЯ МУЛЬТИПРОЦЕССОРНОЙ 
СИСТЕМЫ
УСЛОВИЕ. Задано конечное множество А “заданий”, “длитель­
ности” / ( a ) e Z +  для всех a s  Л, число m s Z +  “процессоров” 
и “директивный срок” D s  Z+.
ВОПРОС. Существует ли разбиение A =  A |U A 2U . . .  Am мно­
жества Л на m непересекающихся множеств, такое, что

max f / (a): 1 ^  i ^  
\ ae*<
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Доказательство. Если рассматривать только те индивидуальные 
задачи, для которых т =  2 и D = l/2 2  1(a), то задача превра­
щается в РАЗБИЕНИЕ.

В заключение заметим, что из трех обсуждаемых подходов 
к установлению NP-полноты метод сужения в наибольшей сте­
пени выигрывает от наличия обширного списка NP-полных за­
дач, сверх основных шести задач и их вариантов. Многие воз­
никающие на практике задачи представляют собой просто более 
сложные версии задач из списка NP-полных задач в приложе­
нии, и способность усмотреть этот факт во многих случаях по­
зволяет быстро доказать NP-полноту методом сужения.

3.2.2. Локальная замена
Сводимости, возникающие при доказательстве методом ло­

кальной замены, достаточно нетривиальны, чтобы их всегда 
можно было с гарантией представить в стандартном виде, од­
нако они остаются относительно несложными. Этот метод со­
стоит в том, что выбирается некоторое характерное свойство 
известной NP-полной задачи, с помощью него образуется семей­
ство основных модулей, а соответствующие индивидуальные за­
дачи заданной задачи получаются путем единообразной замены 
каждого основного модуля некоторой другой структурой. Сво­
димость задачи ВЫП к задаче 3-ВЫП из разд. 3.1.1 относится 
к этому типу. В ней основными модулями задачи ВЫП были 
дизъюнкции, и каждая дизъюнкция заменялась набором дизъ­
юнкций согласно некоторому общему правилу. Важным момен­
том здесь является то, что каждая замена приводила только 
к локальному изменению структуры. Эти замены, по существу, 
не зависели одна от другой, за исключением тех случаев, когда 
они отражали не подвергавшиеся изменению части исходной 
индивидуальной задачи.

Конкретизируем эти общие рассуждения с помощью приме­
ров. Рассмотрим сначала задачу распознавания, соответствую­
щую задаче минимизации числа умножений, необходимых для 
вычисления заданного набора произведений элементарных тер­
мов; при этом предполагается, что операция умножения ассо­
циативна и коммутативна.

ВЫЧИСЛЕНИЕ СЕМЕЙСТВА
УСЛОВИЕ. Задано семейство С подмножеств конечного мно­
жества А и положительное целое число /.
ВОПРОС. Существует ли такая последовательность

<2, =  Х1у у 1, Z2 =  X2\jy2.........2/ =  * / У  yj).
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содержащая не более чем J операций типа объединение, что 
для каждого подмножества c s C  найдется номер /, 1 ^  i ^  /, 
такой, что zi совпадает с с? (Здесь Xi и у,- — это либо множе­
ства вида {а} для некоторого а е Д ,  либо это множество вида 
zk для некоторого k <  t, причем xt и y lt 1 ^  i ^  /, не пересе­
каются).

Теорема, 3.6. Задача ВЫЧИСЛЕНИЕ СЕМЕЙСТВА NP-лол- 
на.

Доказательство. Сведем задачу ВЕРШИННОЕ ПОКРЫТИЕ 
к задаче ВЫЧИСЛЕНИЕ СЕМЕЙСТВА. Пусть граф G = (V ,E )  
н положительное целое число К, /С ^ |У |,  определяют условие 
произвольной индивидуальной задачи из ВП.

В качестве основных модулей ВП возьмем ребра графа G. 
Пусть ао — некоторый новый элемент, не принадлежащий V 
Операция локальной замены замещает каждое ребро {и, о} е  Е 
подмножеством {а0, и, с } е С .  В результате возникает индиви­
дуальная задача из задачи ВЫЧИСЛЕНИЕ СЕМЕЙСТВА, 
условие которой полностью определяется следующими данными:

A =  V {]{a&

С — {{ао, и, о): {и, о } е £ } ,
J =  K +  \E\.

Легко видеть, что эту индивидуальную задачу можно построить 
за полиномиальное время. Утверждается, что в G есть вершин­
ное покрытие не более чем из К элементов тогда и только то­
гда, когда для семейства С существует последовательность 
длины не более /, обладающая необходимыми свойствами.

Вначале предположим, что V' — вершинное покрытие в G, 
содержащее не более К  вершин. Если к покрытию V' добавить 
новые вершины, то оно по-прежнему будет оставаться покры­
тием, поэтому без ограничения общности можно полагать, что 
|У | =  К. Обозначим вершины покрытия V' через щ, i/2, ••., vK, 
а ребра из множества Е через ей е2, . . . ,  ет, где т = \ Е \ .  По­
скольку V' — вершинное покрытие, то каждое ребро в/ инци­
дентно по крайней мере одной вершине из V .  Поэтому каждое 
ребро ej может быть представлено в виде е, =  {и/, шш}, где 
г [/] — целое число, заключенное между 1 и К. Нетрудно видеть, 
что приведенная ниже последовательность, состоящая из /С 
- f |£ |  =  /  операций объединения, обладает всеми необходимыми 
свойствами:

<z, =  {a0) y  {о,}, z2 =  {ao}[J{»2}.........=  Ы  U {»*},

ZK + 1 =  { Wi}  U  z r PI* г К + 2 =  {“ Л  U z r [2]> • • •» 2/  =  {um} U г г Iт])‘
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Обратно, предположим, что 5  =  <zi =  Xi U у\, . . . .  z/ =  
=  Xj U у/> — искомая последовательность для индивидуальной 
задачи из ВЫЧИСЛЕНИЕ СЕМЕЙСТВА, содержащая не более 
J операций объединения. Предположим далее, что последова­
тельность S — кратчайшая из всех последовательностей для 
рассматриваемой индивидуальной задачи и что среди всех та­
ких кратчайших последовательностей S  содержит минимальное 
число операций вида г,- =  {и} U {о}, и, v е  V. Первое утвержде­
ние состоит в том, что в 5  вообще нет операций этого вида. 
Действительно, предположим, что операция г* = {ц } и { о } , и, 
v е  V, содержится в 5. Поскольку {ы, о} не принадлежит С, 
a S имеет минимальную возможную длину, то с необходимостью 
имеем {и, о} е  £  и операция {а0, и, о} =  {во} U zi (или zt (J 
U {ао}) должна содержаться в S. Но поскольку {и, v} — подмно­
жество только одного элемента из С, то Zi не может участво­
вать ни в одной другой операции рассматриваемой последова­
тельности S. Отсюда следует, что пара операций

=  и {«о, «. =  («о}Uz,

может быть заменена другой парой

zj =  {<*>} I J M  и {ао, и, и} =  {»} [J г и

при этом длина всей последовательности S  не увеличится, а об- 
шее число операций вида {и, и}, и, c e V  уменьшится, что про­
тиворечит выбору S. Следовательно, S состоит только из опера­
ций, имеющих вид z, — {a0}U{u}. к е У ,  или {a0,u ,v}  — 
*= {о} (J Zi, {и, и\ е  £  (мы пренебрегаем порядком этих операн­
дов). Так как | С | =  | | и любой элемент из С содержит три 
элемента, то S должно содержать в точности |£ |  операций вто­
рого вида и в точности / —1£| ^  /  —| £ | =  /( операций первого 
вида. Поэтому множество

V' =  ( u e  V: Zi =  {a0} [J {ц} есть операция из S}

содержится самое большое К  вершин из V. Исходя из способа 
построения С, нетрудно проверить, что V' должно быть вершин­
ным покрытием в G. I

Ниже приведен другой пример полиномиальной сводимости, 
которая получается из задачи ТОЧНОЕ ПОКРЫТИЕ ТРЕХ­
ЭЛЕМЕНТНЫМИ МНОЖЕСТВАМИ методом локальной за­
мены.

РАЗБИЕНИЕ НА ТРЕУГОЛЬНИКИ
УСЛОВИЕ. Задан граф G = (V , £ ), число вершин которого |У | 
делится на три, т. е. |К | = 3д  для некоторого целого числа q.



3.2. Методы доказательства ЫР-полноты 91

ВОПРОС. Существует ли такое разбиение V  на q  непересе- 
кающихся подмножеств V u  V 2, . . . .  V 9 (содержащих по 3 эле­
мента), что для каждого У| =  {о<иь ®i[2i, три ребра
{о<Ш. о<|2|}» {они. 0i»i} и {оц2], v i  [з]} принадлежат £?

Теорема 3.7. З а д а н а  Р А З Б И Е Н И Е  Н А  Т Р Е У Г О Л Ь Н И К И  
NP -п о л н а .

Д оказат ельст во . Сведем задачу ТОЧНОЕ ПОКРЫТИЕ 
ТРЕХЭЛЕМЕНТНЫМИ множествами к задаче РАЗБИЕНИЕ 
НА ТРЕУГОЛЬНИКИ. Пусть множество Х (|Х | =  3<?) и семей­
ство С его трехэлементных подмножеств образуют условие про-

аДЗ] «7, [91

Рас. ЗА Элемент, используемый для локальной замены подножсства с* <- 
— (Xi, у , ,  г») 6  С при построении сведения задачи ТП-3 к задаче РАЗБИЕ 

НИЕ НА ТРЕУГОЛЬНИКИ.

извольной индивидуальной задачи из ТП-3. Построим граф G  =  
» ( У , Е ) ,  такой, что |У|«*=3^ я для него существует искомое 
разбиение тогда в только тогда, когда С  содержит точное по­
крытие.

Основными модулями рассматриваемой индивидуальной за­
дачи из ТП-3 будут трехэлементные подмножества из С. Опера­
ция локальной замены “превращает” каждое такое подмноже­
ство Ci =  {xi, y t, z i )  e  С в набор E i, состоящий из 18 ребер, 
который изображен на рис. 3.8. Таким образом, O s (V,E) 
определяется так:
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Заметим, что только вершивы из множества X могут быть ин­
цидентны более чем одному множеству Отметим также, что

W  | =  | * |  +  9 |С |=3<7 +  9 |С |,

так что q' =  q +  3 |С |. Нетрудно видеть, что эту индивидуаль­
ную задачу РАЗБИЕНИЕ НА ТРЕУГОЛЬНИКИ можно по­
строить, отправляясь от рассматриваемой индивидуальной за­
дачи из ТП-3, за полиномиальное время.

Если Ci, С2 , . . . ,  сч — трехэлементные подмножества из С, 
которые образуют точное покрытие X, то соответствующее раз­
биение V =  V ]\JV2\J . . .  UVq- множества V определяется сле­
дующим образом. Если с,- =  {xit tji, 2 /} есть элемент точного по­
крытия, то из множества Ei выбираются следующие подмно­
жества:

{a,[l], d[ [2], *,}, f a  [4], а, [5], yt},
{di [7], dt [8], z,}, {a, [3], dt [6], a, [9]},

а если Ci не является элементом точного покрытия, то из Ei вы­
бираются подмножества

{а, [1], а, [2]. а, [3]}, {а,[4], а, [5], а, [6]},
{а* [7], а, [8], dt [9]}.

Такой выбор подмножеств обеспечивает, что каждый элемент 
из X содержится ровно в одном трехвершинном подмножестве 
рассматриваемого разбиения.

Обратно, если V =  V\ U V2 U • • ■ 1) Vq, — произвольное раз­
биение графа G на треугольники, то соответствующее точное 
покрытие получается, если выбирать те с, е  С, для которых 
{аг[3], di [6], а, [9]} =  К, при некотором /, 1 ^ } <; q'. Непо­
средственную проверку того, что два построенных разбиения 
обладают всеми нужными свойствами, мы оставляем читате­
лю. ■

Оба только что приведенных примера представляют собой 
доказательство методом локальной замены “в чистом виде”. 
Структура рассматриваемой индивидуальной задачи однозначно 
определялась структурой исходной задачи (NP-полнота которой 
установлена) и операцией локальной замены. Часто оказывает­
ся полезным дополнить рассматриваемую индивидуальную за­
дачу вспомогательными элементами, которые играют роль 
“ограничителя” 1), налагающего дополнительные ограничения на 
способы получения ответа “да”.

’ ) О б разн ы й  терм ин (e n fo rc e r ) ,  п р ед л о ж ен н ы й  З ы м ан ск и м  [5 1 1 ].
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Если рассматриваемая задача имеет вид “Задана индиви­
дуальная задача /; верно ли, что существует некоторый объект 
X/ с требуемым свойством?”, то роль ограничителя в задаче / — 
сузить множество допустимых объектов Xt так, чтобы они отра­
жали все варианты, возможные в исходной индивидуальной за­
даче. В то же время часть индивидуальной задачи /, получаю­
щаяся операцией локальной замены из исходной задачи, дает 
различные варианты этих ответов и обеспечивает выполнение 
условий, требующихся от этих ответов. Элементы Ь\ и Ь2 из до­
казательства NP-полноты задачи РАЗБИЕНИЕ как раз и 
играют роль подобного ограничителя. Приведем еще два при­
мера на доказательство методом локальной замены с исполь­
зованием ограничителей. Сначала рассмотрим следующую за­
дачу о составлении расписания.

УПОРЯДОЧЕНИЕ ВНУТРИ ИНТЕРВАЛОВ
УСЛОВИЕ. Задано конечное множество “заданий” Т и для 
каждого / е Г  целое число r ( t ) ^  0 — время готовности, “дирек­
тивный срок” d ( / ) e  Z+ и “длительность” / ( / ) е  Z+.
ВОПРОС. Существует ли для Т допустимое расписание, т. е. 
такая функция о: Т -*■ Z+, что для всех t е  Т имеет место: 
(1) а ( 0 (2) o ( t )+  l ( t ) ^ d { t ) ,  и (3) если 
то либо а ( / ') +  o(t), либо <т(/)4- /(/)?  (Другими
словами, задание t “выполняется” с момента времени о(/) до 
момента о ( / ) + / ( 0 .  °но не может быть начато ранее момента 
г (/), должно быть закончено не позднее d(t), и временной ин­
тервал выполнения задания t не может перекрываться с ин­
тервалом выполнения другого задания /'.)

Теорема 3.8. Задача УПОРЯДОЧЕНИЕ ВНУТРИ ИН­
ТЕРВАЛОВ NP-полна.

Доказательство. Сведем к этой задаче задачу РАЗБИЕНИЕ. 
Пусть конечное множество А и размеры s(a)  всех элементов 
из А составляют условие индивидуальной задачи РАЗБИЕНИЕ; 
пусть также В =  £ e s  А s (а).

Возьмем в качестве базисных модулей исходной индивиду­
альной задачи РАЗБИЕНИЕ отдельные элементы а е Д .  Опе­
рация локальной замены превращает а в задание ta, такое, что 
r(ta)— 0, d (/a) =  B + l  и l( ta) =  s{a). В качестве “ограничите­
ля” возьмем еще одно задание Z, такое, что r(t) =  fB /2~ \,d(i)— 
=  Г(В +1)/2~) и / (?) =  1. Ясно, что эта индивидуальная 
задача может быть построена по исходной индивидуальной за­
даче РАЗБИЕНИЕ за полиномиальное время.

Ограничения, которые налагает ограничитель на допустимые 
расписания, имеют двоякий характер. Во-первых, ограничитель
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не позволяет построить допустимое расписание, если В нечетно 
(в этом случае для рассматриваемой задачи РАЗБИЕНИЕ иско­
мое разбиение на два подмножества не существует), по той при­
чине, что если В нечетно, то r ( I )= d ( l )  и I вообще не может 
быть включено в расписание. Поэтому с настоящего момента 
будем предполагать, что В четно. В этом случае на передний 
план выступает второе ограничение. Так как В четно, то г(7) =  
=  В/ 2 и d(J) — r(l) -f- 1, поэтому в любом допустимом расписа­
нии а(?) должно быть равно В /2. Отсюда время, которое до­
ступно для выполнения остальных заданий, делится на два от­
дельных блока, каждый из которых, как показано на рис. 3.9,

В  В
2 2

' — *- ■ - 1 - ♦— ;
1 Г |

О В  В  . В + 1
2 2

— — Время — *-

Рис. 3.9. Расписание, получаемое с помощью «ограничителя» при сведе­
нии задачи РАЗБИЕНИЕ к задаче УПОРЯДОЧЕНИЕ ВНУТРИ ИНТЕР­

ВАЛОВ.

имеет длину В (2. Таким образом, задача составления расписа­
ния превращается в задачу выбора подмножества заданий, ко­
торые будут выполняться раньше задания ?, и подмножества 
заданий, которые будут выполняться после I. Поскольку общее 
время, имеющееся в обоих блоках, равно общей длительности В 
оставшихся заданий, то отсюда следует, что каждый из этих 
блоков должен быть полностью заполнен. Это возможно тогда 
и только тогда, когда существует подмножество A' s A ,  такое, 
что

Z  s {а) =  В/2 =  Yj s (°)-
a e / l '  a t- id \ i4 '

Таким образом, для рассматриваемой индивидуальной зада- 
чи РАЗБИЕНИЕ искомое подмножество А’ существует тогда и 
только тогда, когда для соответствующей индивидуальной за­
дачи УПОРЯДОЧЕНИЕ ВНУТРИ ИНТЕРВАЛОВ существует 
допустимое расписание. И

В качестве заключительного примера использования ограни- 
чителя в методе локальной замены рассмотрим следующую за­
дачу, возникающую в диагностическом тестировании.
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МИНИМАЛЬНЫЙ НАБОР ТЕСТОВ
УСЛОВИЕ. Задано конечное множество А “возможных диагно­
зов”, набор С подмножеств множества А, представляющий би­
нарные “тесты", и положительное целое число J ^ |С | .  
ВОПРОС. Существует ли поднабор C 's C ,  такой, что
для любой пары а,, а/ возможных диагнозов из А имеется неко­
торый тест с е С ' ,  для которого | {а<, Д/} Л с 1 =  1 (т. е. тест с, 
“различающий” а, и а/)?

Теорема 3.9. Задача МИНИМАЛЬНЫЙ НАБОР ТЕСТОВ 
NP-полна.

Доказательство. Сведем к этой задаче задачу 3-С. Пусть 
W, X, Y такие, что |№ | =  |Х | =  |У |= < 7, и подмножество A fs  
г  W X  X  X  Y составляют условие индивидуальной задачи из 3-С.

В качестве основного модуля задачи 3-С возьмем упорядо­
ченные тройки из множества М. Операция локальной замены 
вместо каждой тройки m =  (w, х, у ) ^ М  образует подмноже­
ство {до, х, у) е  С. Роль ограничителей играют три дополни­
тельных элемента Доо, х0 и уо, не принадлежащие W (J X  (J Y, и 
два дополнительных теста W'U(a'o} и X U {хо}. Окончательно 
индивидуальная задача МИНИМАЛЬНЫЙ НАБОР ТЕСТОВ 
определяется следующим образом:

A =  W \)X \)Y [){w 0,x 0, y 0},
С =  {{до, х, у}: (ш, х, у) <= М) U {W (J {ш0}, X U {х0}},
J =  q +  2.

Легко видеть, что эта индивидуальная задача может быть по­
строена по исходной задаче 3-С за полиномиальное время.

Опять-таки ограничитель налагает определенные ограниче­
ния на вид возможных компонент (в данном случае на набор 
тестов С' ) . Во-первых, наборС' должен содержать как W'Uja’o}. 
так и XL) {х0} по той причине, что только эти тесты отличают уо 
от Wo и Хо. Далее, поскольку wo, хо, уо не принадлежат больше 
ни одному тесту из С, то каждый элемент множества W U X U У 
должен отличаться от одного элемента Шо, хо или у0 ввиду того, 
что он входит в некоторый дополнительный тест c e C '\{ H ? U  
U {а>о}, X U {хо}}. При этом может быть использовано самое 
большее /  — 2 — q дополнительных тестов. Поскольку каждый 
из оставшихся тестов содержит ровно по одному элементу из 
множеств W, X  и У, и, кроме того, множества W, X и У попарно 
не пересекаются, и каждое из них содержит ровно q элементов, 
то отсюда следует, что любые q дополнительных тестов из С' 
должны соответствовать q тройкам из М, образующим трехмер­
ное сочетание. Обратно, если задано любое трехмерное сочета­
ние из М, то соответствующие q тестов из С можно использовать
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для завершения построения оставшихся тестов в нужном 
количестве. Таким образом, М содержит трехмерное сочетание 
тогда и только тогда, когда в множестве С существует искомый 
набор тестов. ■

Хотя в обоих рассмотренных примерах ограничители очень 
просты, читатель должен отдавать себе отчет в том, что это не 
всегда так. Ограничитель особо сложной конструкции исполь­
зуется в доказательстве NP-полноты задачи ОРИЕНТИРОВАН­
НЫЙ ГАМИЛЬТОНОВ ПУТЬ В ПЛОСКОМ ГРАФЕ [157]. 
Другие довольно сложные ограничители можно найти в рабо­
тах [143, 155, 357].

3.2.3. Построение компонент

Последний и наиболее сложный из рассматриваемых нами 
методов доказательств NP-полноты — это построение компонент. 
Доказательства NP-полноты задач ТРЕХМЕРНОЕ СОЧЕТА­
НИЕ, ВЕРШИННОЕ ПОКРЫТИЕ и ГАМИЛЬТОНОВ ЦИКЛ, 
приведенные в разд. 3.1, представляют собой типичные примеры 
доказательств этого типа.

Основная идея таких доказательств заключается в том, что­
бы с помощью составных частей рассматриваемой задачи 
сконструировать некоторые “компоненты”, соединяя которые 
можно “реализовать” индивидуальные задачи известной NP- 
полной задачи. В трех перечисленных примерах имеются ком­
поненты двух основных типов. Одну из них можно рассматри­
вать как компоненту, “делающую выбор” (например, выбираю­
щую вершины, выбирающую значение истинности переменных), 
а другую — как компоненту, “проверяющую свойства” (напри­
мер, проверяющую, что каждое ребро покрыто или что каждая 
дизъюнкция выполнена).

В рассматриваемой индивидуальной задаче эти компоненты 
связаны так, что выбранные значения передаются компонентам, 
проверяющим условия, и последние проверяют, удовлетворяют 
ли сделанные выборы значений необходимым условиям. Взаимо­
действие компонент осуществляется с помощью прямых связей 
(таких, например, как ребра, соединяющие компоненты набора 
значений истинности с компонентами проверки выполнения 
условий в сводимости задачи 3-ВЫП к задаче ВП), а также с 
помощью глобальных ограничений (таких, например, как общая 
граница К в сводимости задачи 3-ВЫП к задаче ВП, которая 
наряду со структурой компонент обеспечивает, чтобы каждая 
компонента наборов значений истинности содержала в точности 
одну вершину из покрытия и каждая компонента проверки 
свойств содержала ровно две вершины этого покрытия).
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Вообще говоря, любое доказательство можно считать осно­
ванным на методе построения компонент, если конструируемая 
в нем индивидуальная задача представляет собой набор компо­
нент, каждая из которых выполняет определенные функции, 
формулируемые в терминах исходной задачи. Общая своди­
мость, примененная в гл. 2 для доказательства теоремы Кука, 
является хорошим примером доказательства этого типа; при 
этом каждая из шести групп дизъюнкций представляет собой 
один из типов компонент.

Поскольку доказательства методом построения компонент 
часто оказываются довольно длинными и несколько примеров 
таких доказательств уже было рассмотрено, то в настоящем 
разделе мы приведем еще только один пример. (Другие при­
меры можно найти в работах [114, 158, 477, 496].) Этот заклю­
чительный пример, сильно отличающийся от стандартных, ил­
люстрирует подход, который оказался полезным для сведения 
задачи КЛИКА к другим задачам. Здесь доказывается NP-пол- 
нота задачи теории расписаний, близкой по формулировке к 
задаче УПОРЯДОЧИВАНИЕ ВНУТРИ ИНТЕРВАЛОВ, рас­
смотренной в предыдущем подразделе.

УПОРЯДОЧЕНИЕ С МИНИМАЛЬНЫМ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ
УСЛОВИЕ. Заданы множество Т “заданий”, каждое из которых 
имеет длительность 1 и “директивный” срок d ( l)e Z + ; частич­
ное упорядочение <• на Т и неотрицательное целое число 
К ^ \ Т \ .
ВОПРОС. Существует ли “расписание” о: Т-*~{0, 1 , . . . ,  |Т J — 1}, 
такое, что: (l)o(t)= £  о ( 0  при t ф  t', (2)o (t) <  o(t') при t < t  
и (3) |{*е= T :a ( t)+  1 >  d ( t ) } \ ^ K f

Теорема, ЗЛО. Задача УПОРЯДОЧЕНИЕ С МИНИМАЛЬ­
НЫМ ЗАПАЗДЫ ВАНИЕМ  NP-полна.

Доказательство. Пусть граф G =  (V, Е) и положительное 
целое число /, J ^  | V\, образуют произвольную индивидуальную 
задачу КЛИКА. Соответствующая индивидуальная задача из за­
дачи УПОРЯДОЧЕНИЕ С МИНИМАЛЬНЫМ ЗАПАЗДЫВА­
НИЕМ имеет множество заданий T=V\JE, K — \E \—J (J — I ) /2; 
частичное упорядочение заданий определяется следующим об­
разом:

/< •/'< = ► / е  V, t ' & Е и вершина t инцидентна ребру

Таким образом, “компонента”, соответствующая каждой вер­
шине, состоит из единственного задания с директивным сроком 
|V |- f |£ | ,  а “компонента", соответствующая каждому ребру,

/ ( /+ 1 ) /2 ,  если / е £ ;  
I V | + 1 Е I если / е 7 .
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состоит из единственного задания с директивным сроком 
/ ( / +  1)/2. Благодаря наличию частичного порядка на мно­
жестве Т в искомом расписании задание, соответствующее 
ребру, следует за заданиями, соответствующими его концам, и 
поэтому задания, для которых имеется опасность запаздывания 
(т. е. завершения уже после директивного срока), обязательно 
соответствуют ребрам.

Искомое расписание удобно представлять себе схематически, 
как показано на рис. 3.10. Часть расписания до директивного 
срока заданий, соответствующих ребрам, можно рассматривать

Вершины Ребра 
клики клики

J
Задания,со- 
omBemcmy- 
шциеверишт

/(/-D /.2
Задания, соот­
ветствующие 

ребрам

\ v \ - J
Задания,соот­
ветствующие 
вершинам

\ E \ - J ( J - l ) / 2
Задания, соответству­

ющие ребрам

J ( J + 1)

— —̂  В рем я— -----►

Рис. 3.10, Диаграмма искомого расписания для индивидуальной задачи 
УПОРЯДОЧЕНИЕ С МИНИМАЛЬНЫМ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ, соответствую­

щей КЛИКЕ размера I.

как “компоненту выбора клики”. До этого срока может быть 
выполнено не более / ( / +  1) /2  заданий. Для того чтобы число 
запоздавших заданий не превосходило заданной величины К, 
по крайней мере / ( /  — 1)/2 из “ранних” заданий должны со­
ответствовать ребрам. Однако если задание, соответствующее 
ребру, выполняется ранее своего директивного срока, то и за­
дания, соответствующие его концевым вершинам, также долж­
ны быть закончены раньше этого срока. Минимально возмож­
ное число вершин, которые могут быть инцидентны / ( /  — 1)/2 
различным ребрам, равно /  (причем это может быть тогда и 
только тогда, когда эти ребра образуют полный граф на этих /  
Вершинах). Отсюда следует, что среди “ранних” заданий долж­
но иметься по крайней мере J заданий, соответствующих вер­
шинам. Однако до директивного срока заданий, соответствую­
щих ребрам, может быть выполнено не более

/ ( / +  1 )/2 —  / (/ —  1)/2 =  /

заданий, отвечающих вершинам. Следовательно, в любом таком 
расписании до директивного срока заданий, соответствующих 
ребрам, должно закончиться ровно J заданий, отвечающих вер­
шинам, и ровно J (J — 1) /2  заданий, соответствующих ребрам, 
которые в совокупности соответствуют клике на J вершинах в
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графе G. Обратно, если граф G содержит полный подграф на J 
вершинах, то искомое расписание можно построить способом, 
указанным на рис. 3.10.

3.3. УПРАЖНЕНИЯ
В настоящем разделе сформулированы двенадцать NP-пол- 

ных задач, доказательства NP-полноты которых предоставляются 
читателю. Ни одна из этих задач не требует сложного доказа­
тельства, поэтому мы советуем попытаться найти их все. В этих 
доказательствах в качестве “известных” NP-полных задач до­
статочно использовать только задачи, упоминавшиеся в 
разд. 3.1. Для облегчения решения задачи сгруппированы по 
методам доказательства, которые представляются авторам наи­
лучшими. Однако читатель может не обращать внимания на эти 
указания, если другой путь доказательства покажется ему более 
перспективным. Желающие выбрать дополнительные (или бо­
лее трудные задачи) могут обратиться к списку из приложения, 
при этом, однако, следует иметь в виду, что в списке есть за­
дачи, для которых известные доказательства NP-полноты весь­
ма сложны.

Метод сужения
1. С А М Ы Й  Д Л И Н Н Ы Й  П У Т Ь

УСЛОВИЕ. Задачи граф G =  (V, £) и положительное целое число 
\V\.

ВОПРОС. Имеется ли в G простой путь (т. е. путь, не проходящий два­
жды ни через одну вершину), состоящий не менее чем из К  ребер?

2. У П А К О В К А  М Н О Ж Е С Т В
УСЛОВИЕ. Заданы семейство С  конечных множеств и положительное 
целое число К, К ^  |С|.
ВОПРОС. Верно ли, что в С  имеется К  непересекающихся множеств?

3. Р А З Б И Е Н И Е  Н А  Г А М И Л Ь Т О Н О В Ы  П О Д Г Р А Ф Ы
УСЛОВИЕ. Заданы граф G = ( V ,  Е) и положительное целое число К , 
К <  | VI.
ВОПРОС. Можно ли множество вершин графа G разбить на * <  К 
непересекающихся подмножеств V\, Vi, . . . ,  VK так, чтобы для всех i 

каждый подграф, индуцированный под множеством Vi, со­
держал гамильтонов цикл?

4. Н А И Б О Л Ь Ш И Й  О Б Щ И Й  П О Д Г Р А Ф
УСЛОВИЕ. Заданы графы G1 =  (Уь £i), G2 =  (V2, Ег) и положительное 
целое число К.
ВОПРОС. Сушествуют ли такие подмножества Е[ s  £\ и F'2 s  £2, что 
| Е\ | =■> | £ 2 а подграфы G( =  (У|, £{) и G2 =  (P2, Щ  изоморфны?

5. М И Н И М У М  С У М М Ы  К В А Д Р А Т О В
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество А, «размер» s(a )sZ +  для каж­
дого а е  А и положительные целые числа К а I,
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ВОПРОС. Могут ли элементы из А быть разбиты на К  непересекаю-К
шихся множеств A i, А г, . . . ,  А к так, что s (o)V <  /?

i - i \ a < = Ai )

Метод локальной замены
6. М Н О Ж Е С Т В О  В Е Р Ш И Н ,  Р А З Р Е З А Ю Щ И Х  К О Н Т У Р Ы

УСЛОВИЕ. Заданы ориентированный граф G =(V,  А) и положительное 
целое число К, К ^  | V|.
ВОПРОС. Существует ли такое подмножество V' Е  V, что | V' | ^  К и 
любой ориентированный цикл в G содержит по крайней мере одно ребро 
из V'?

7. Т О Ч Н О Е  П О К Р Ы Т И Е  Ч Е Т Ы Р Е Х Э Л Е М Е Н Т Н Ы М И  М Н О Ж Е С Т В А М И
УСЛОВИЕ. Задано конечное множество X, |Х|=4<?, целое число q и 
семейство С четырехэлементных подмножеств множества X.
ВОПРОС. Существует ли подсемейство С' =  С, такое, что каждый эле­
мент из X принадлежит в точности одному элементу из С'?

8. Д О М И Н И Р У Ю Щ Е Е  М Н О Ж Е С Т В О
УСЛОВИЕ. Заданы граф G= (V, Е) и целое число К, 7С ^ |У |. 
ВОПРОС. Существует ли такое подмножество V  s  V, что |У ' |^ К  и 
каждая вершина о е  V W ' соединена ребром по крайней мере с одной 
вершиной из V'?

9. Д Е Р Е В О  Ш Т Е Й Н Е Р А
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V, Е),  подмножество R S  У и положи­
тельное целое число К s  | V| — 1 .
ВОПРОС. Существует ли поддерево в G, содержащее все вершины из R 
и имеющее не более К ребер?

10. Н Е Э К В И В А Л Е Н Т Н О С Т Ь  Р Е Г У Л Я Р Н Ы Х  В Ы Р А Ж Е Н И Й ,
Н Е  С О Д Е Р Ж А Щ И Х  З В Е З Д О Ч Е К
УСЛОВИЕ. Заданы два не содержащие звездочек регулярных выраже­
ния Ei и Ег в конечном алфавите 2. Такое выражение определяется 
следующим образом: (1) любой символ О алфавита 2  есть не содержа­
щее звездочек регулярное выражение, (2 ) если et и ег — два не содер­
жащие звездочек регулярных выражения, то и слова 6162 и (et V ег) так­
же не содержащие звездочек регулярные выражения.
ВОПРОС. Верно ли, что Et и £ 2  представляют различные языки в алфа­
вите 2? (Язык, представляемый символом и е 2 ,  есть {а}, а если ei и ег 
представляют соответственно языки L t и L 2, то etei представляет язык 
{ху: х е  Z.1, у е  Z.2}, a (ei V ег) представляет язык Li U Ег.)

Метод построения компонент
11. Р А С Щ Е П Л Е Н И Е  М Н О Ж Е С Т В А

УСЛОВИЕ. Задано семейство С подмножеств конечного множества S. 
ВОПРОС. Существует ли разбиение S на две части Si и S2, такое, что 
ни одно подмножество из С не содержится ни в Si ни в S2?
Указание. Использовать 3-ВЫП.

12. Р А З Б И Е Н И Е  НА П У ТИ  Д Л И Н Ы  2
УСЛОВИЕ. Задан граф G =  (У, Е), где | V l =  3q для некоторого целого 
положительного числа q.
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ВОПРОС. Существует ли разбиение V на q непересекающихся подмно­
жеств Vi, Vz, . . . ,  Vq, по три вершины в каждом, такое, что для всех 
Vt =  {Oj [ij, Oj [2], °лз]} по крайней мере два из трех ребер {одц,
{°<Ш> °ПЗ]}- {°i [2J- °ИЗ]} принадлежат £?
Указание. Использовать 3-С.

13. Н У М Е Р А Ц И Я  Г Р А Ф А  П О  Г Р У Н Д И
УСЛОВИЕ. Задан ориентированный граф G =  (У, А).
ВОПРОС. Существует ли такая нумерация L: V -*■ Z+ (где каждой вер­
шине может быть присвоен только один номер), что для всех » e V  
L(v) есть наименьшее неотрицательное целое число, не принадлежащее 
множеству {L(u): n e V ,  (о, к)е<4}?
Указание. Использовать З-ВЫП.

14. Р А С К Р А Ш И В А Е М О С Т Ь  Г Р А Ф А  В 3 Ц В Е Т А
УСЛОВИЕ. Задан граф G =(V,  Е).
ВОПРОС. Можно ли G раскрасить в 3 цвета? 
Другими словами, существует ли функция f: V 
f(u) Ф f(v), если {и, о} s  £?
Указание. Использовать З-ВЫП.

(1, 2 , 3), такая, что



4. Применение теории NP-полноты 
для анализа задач

Теперь, когда мы овладели основными элементами теории 
NP-полноты, можно перейти к использованию этой теории для 
анализа задач.

Из рассуждений, приведенных в гл. 1, следует, что, встре­
тившись с новой задачей, естественно сначала задать вопрос: 
“Можно ли рассматриваемую задачу решить полиномиальным 
алгоритмом?” Если ответ на этот вопрос оказывается положи­
тельным, то с точки зрения теории NP-полноты ничего большего 
о задаче сказать нельзя. Дальнейшие усилия мы можем скон­
центрировать на поиске как можно более эффективных полино­
миальных алгоритмов. Однако, если для решения задачи не 
известно полиномиального алгоритма, естественно возникает 
второй вопрос: “Верно ли, что рассматриваемая задача NP- 
полна?”

Для того чтобы поставленный вопрос имел смысл, предпо­
ложим, что рассматриваемая задача сформулирована как за­
дача распознавания и что она принадлежит классу NP. Заме­
тим, что в некоторых случаях легко устанавливается полино­
миальная разрешимость интересующей нас задачи, в других же 
оказывается очевидной ее NP-полнота. Если задача оказалась 
NP-полной, то это является сильным аргументом в пользу того, 
что ее нельзя решить за полиномиальное время.

В большинстве случаев, однако, найти ответ на каждый из 
поставленных вопросов довольно трудно. Обычно совсем не оче­
видно, что задача разрешима за полиномиальное время или что 
она NP-полна, а требуется некоторая работа для выяснения, 
какая из этих двух возможностей в действительности реализу­
ется (в том случае, конечно, если реализуется хотя бы одна из 
них; напомним, что в разд. 2.5 говорилось о том, что если 
р  ф  NP, то в классе NP существуют задачи, которые неразре­
шимы за полиномиальное время и не NP-полны). Как в этом 
случае выяснить сложность рассматриваемой задачи?

Если интуитивно мы склоняемся в пользу одной из возмож­
ностей, то очень соблазнительно сконцентрировать усилия в 
этом направлении. Однако в подобных вопросах интуиция ока­
зывается особенно обманчивой, ибо зачастую задачи, разреши­
мые за полиномиальное время, очень незначительно отличаются 
от NP-полных задач. Например, мы уже видели, что задачи 
3-ВЫПОЛНИМОСТЬ (3-ВЫП) и ТРЕХМЕРНОЕ СОЧЕТАНИЕ
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(3-С) NP-полны, а близкие задачи 2-ВЫПОЛНИМОСТЬ и ПА- 
РОСОЧЕТАНИЕ разрешимы за полиномиальное время. На 
рис. 4.1 указано несколько других пар задач, одна из которых 
принадлежит классу Р, а другая NP-полна. Наша интуиция, как 
правило, основана на опыте работы с близкими задачами. По 
этой причине мы серьезно рискуем сбиться с правильного пути, 
если позволим себе, доверяясь интуиции, сконцентрироваться на 
исследовании только одной возможности.

Таким образом, при анализе задач лучше пользоваться дву­
сторонним подходом. Пытаясь с одной стороны доказать NP- 
полноту задачи, одновременно целесообразно искать полино­
миальный алгоритм ее решения. Конечно, в каждый данный 
момент мы выбираем направление исследований исходя из того, 
что представляется нам перспективнее, но нужно быть готовым 
сменить направление исследований. В действительности, по мере 
того как мы будем переходить от одного направления к другому 
и обратно, оба направления, взаимодействуя друг с другом, сли­
ваются в единое целое. Неудачи в доказательстве NP-полноты 
задачи могут породить идею алгоритма ее решения, а неудачи 
в построении алгоритма могут указать путь к доказательству 
NP-полноты задачи. Любые частичные результаты, полученные 
в процессе подобных исследований, особенно результаты о “нор­
мальной форме” решений, могут оказаться в равной степени 
полезными как для доказательства NP-полноты задачи, так и 
для построения эффективного алгоритма ее решения.

Само собой разумеется, что успешное применение на прак­
тике такого двустороннего подхода требует от исследователя 
мастерства как в отыскании доказательств NP-полноты, так и 
в построении полиномиальных алгоритмов. О методах доказа­
тельства NP-полноты было уже достаточно много сказано в 
гл. 3. С методами построения эффективных алгоритмов читатель 
может ознакомиться в стандартных книгах по построению алго­
ритмов, см. например, [9, 445]. В настоящей главе мы сдрредо- 
точим внимание на следующем вопросе: если доказана NP-пол- 
нота некоторой задачи (что бывает очень часто), как использо­
вать рассмотренный выше двусторонний подход для более глу­
бокого анализа этой задачи?

В разд. 4.1 обсуждается вопрос о том, каким образом можно 
глубже прозондировать сложность NP-полной задачи, изучая 
ее подзадачи и пытаясь разграничить полиномиально разреши­
мые и NP-полные подзадачи. В разд. 4.2 рассматриваются под­
задачи специального вида, часто заслуживающие внимания в 
тех случаях, когда в исходной задаче существенную роль играют 
целые числа. Такой подход приводит к понятиям “алгоритм с 
псевдополиномиальным временем работы” и “сильная NP-пол- 
нота”, а также к дополнению списка “основных” NP-полных
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к р а т ч а й ш и й  путь м е ж д у
Д В У М Я  В Е Р Ш И Н А М И
УСЛОВИЕ. Заданы: граф 
G =  (У, Е), длины ! ( e ) e Z +  для 
всех е е £ ,  выделенные вершины 
а, Ь е  У и положительное целое 
число В.
ВОПРОС. Существует ли в G 
простой путь из а в Ъ, имеющий 
длину не более В ?

С А М Ы Й  Д Л И Н Н Ы Й  П У Т Ь  
М Е Ж Д У  Д В У М Я  В Е Р Ш И Н А М И
УСЛОВИЕ. Заданы: граф G =  (У, 
Е), длины ( ( e ) e Z +  для всех 
е е £ ,  выделенные вершины а, 
Ь е  У и положительное целое 
число В.
ВОПРОС. Существует ли в G 
простой путь из а в Ь, имеющий 
длину не менее В?

Р Е Б Е Р Н О Е  П О К Р Ы Т И Е
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (У, 
Е) и положительное целое число К. 
ВОПРОС. Существует ли подмно­
жество Е' е  Е, такое, что | Е' | ^  К 
и для каждой вершины о е  У 
имеется такое ребро е е  Е', что 
t e e ?

В Е Р Ш И Н Н О Е  П О К Р Ы Т И Е
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (У, 
Е) и положительное целое число К. 
ВОПРОС. Существует ли подмно­
жество V' s  У, такое, что 
| У '| К и для любого ребра 
е е £  имеется такая вершина 
о е  У', что t e e ?

Т Р А Н З И Т И В Н А Я  Р Е Д У К Ц И Я
УСЛОВИЕ. Заданы ориентирован­
ный граф G =  (У, А) и положи­
тельное целое число К.
ВОПРОС. Существует ли подмно­
жество А' е  У X У, такое, что 
| А' | ^  К и для всех и, е е У  
граф G' — (У, А') содержит путь 
из ее в о тогда и только тогда, 
когда граф G содержит такой 
путь?

М И Н И М А Л Ь Н Ы Й  Э К В И В А ­
Л Е Н Т Н Ы Й  О Р И Е Н Т И Р О В А Н ­
Н Ы Й  Г Р А Ф
УСЛОВИЕ. Заданы ориентиро­
ванный граф G — (У, А) и поло­
жительное целое число К. 
ВОПРОС. Существует ли подмно­
жество A 's  А, такое, что 
| А' | ^  К и для всех и, е е У  
граф G' =  (У, А'), содержит путь 
из и в v тогда и только тогда, 
когда граф G содержит такой 
путь?

Р А С П И С А Н И Е  Д Л Я  П Р Я М О Г О  
Д Е Р Е В А  З А Д А Н И Й
УСЛОВИЕ. Заданы: множество Т 
заданий с единичной длительно­
стью, директивный срок d (?) е  Z + 
для каждой / е Г ,  частичный по­
рядок <• на множестве Т, отно­
сительно которого каждое задание 
имеет не более одного непосред­
ственно следующего за ним, поло­
жительное целое число т . 
ВОПРОС. Можно ли составить 
для множества Т  расписание на m 
процессорах, на каждом из кото­
рых задания выполняются согласно 
заданному частичному порядку, 
так что все директивные сроки 
окажутся выполненными?

Р А С П И С А Н И Е  Д Л Я  О Б Р А Т ­
Н О Г О  Д Е Р Е В А  З А Д А Н И И
УСЛОВИЕ. Заданы: Множество Т 
заданий с единичной длительно­
стью, директивный срок £ ( ? ) e Z  + 
для каждого ( е Т ,  частичный 
порядок <■ на множестве Т, отно­
сительно которого каждое задание 
имеет не более одного непосред­
ственного предшественника, поло­
жительное целое число т .  
ВОПРОС. Можно ли составить 
для множества Т  расписание на m 
процессорах, на каждом из кото­
рых задания выполняются сог­
ласно заданному частичному по­
рядку, так что все директивные 
сроки окажутся выполненными?

Рис. 4.1. Пары близких задач, одна из которых принадлежит классу Р,,
а другая NP-полиа."
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задач седьмой задачей. Заканчивает главу разд. 4.3, в котором 
кратко обсуждается использование подзадач при изучении влия­
ния на сложность задачи ее индивидуальных параметров (а не 
только общей “длины входа”).

4.1. АНАЛИЗ ПОДЗАДАЧ
Предположим, нам только что удалось доказать, что инте­

ресующая нас задача NP-полна. При этом мы получаем полные 
ответы на оба вопроса, с которых начинался анализ вопросов. 
Однако это лишь первый шаг на пути решения задачи. Задача, 
которой мы занимаемся, часто получается как идеализация ме­
нее привлекательной прикладной задачи, и некоторые детали, 
опущенные в процессе идеализации, могут изменить задачу в 
такой степени, что она станет разрешимой за полиномиальное 
время. Даже если это не так, у задачи могут иметься некоторые 
важные частные подзадачи, которые могут быть решены за 
полиномиальное время. Возможно также, что индивидуальные 
задачи, плохо поддающиеся решению, встречаются относительно 
редко и имеют легко выявляемые особенности, позволяющие за­
благовременно опознать такие задачи. Эти возможности могут 
быть изучены с помощью анализа подзадач интересующей нас 
задачи.

Согласно принятому нами описанию массовых задач распо­
знавания, каждая из них состоит из двух частей: множества D 
всех индивидуальных задач и множества У индивидуальных за­
дач из D с ответом “да”. Подзадачей (или “частным случаем”) 
задачи П =  (£>, У) называется такая задача IT =  (D', У'), что 
D' =  D и У' =  У П D'. Другими словами, П ' есть подзадача за­
дачи П, если в ней сформулирован тот же вопрос, что и в П, но 
только на некотором подмножестве множества индивидуальных 
задач из П.

Таким образом, подзадачи возникают всякий раз, когда на 
множество индивидуальных задач налагаются дополнительные 
ограничения. В задачах из теории графов, например, можно 
ограничиваться индивидуальными задачами, в которых графы 
планарны, или двудольны, или ацикличны, или обладают неко­
торыми из этих свойств одновременно. В задачах, содержащих 
множества, можно ограничиться индивидуальными задачами, в 
которых мощность множеств не превосходит заданной величи­
ны, или задачами, в которых все элементы содержатся не более 
чем в ограниченном числе множеств. Можно потребовать, чтобы 
любые величины, сопоставляемые элементам множества, при­
надлежали некоторому ограниченному множеству допустимых 
значений. Из всех этих возможных задач для детального ана­
лиза обычно выбираются те, которые имеют известные
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приложения или в каком-то смысле являются “естественными’’ 
подзадачами, возникновение которых можно ожидать в прило­
жениях.

Совершенно ясно, что, если даже задача П является NP-пол- 
ной, ее подзадачи могут быть как NP-полными, так и полино­
миально разрешимыми. Конечно, если задача П принадлежит 
классу Р, то любая ее подзадача, индивидуальные задачи которой 
распознаваемы за полиномиальное время (а мы будем рассма­
тривать только подзадачи, обладающие последним свойством),

Рис. 4.2. Одна из возможных ситуаций состояния знаний о подзадачах NP-
полной задачи П.

Задачи изображены кружками. Темные кружки соответствуют NP-полным 
вадачам, светлые — задачам класса Р, а кружки с точкой — «открыты»» 
задачам. Стрелка от задачи n t к задаче Па указывает на то, что lit есть

подзадача П2.

также должна лежать в Р. Мы уже отмечали отличающиеся в 
этом отношении две подзадачи ВЫПОЛНИМОСТЬ — а именно 
задачи 3-ВЫПОЛНИМОСТЬ и 2-ВЫПОЛНИМОСТЬ. В пред­
положении, что Р ф  NP, можно считать что подзадачи любой 
NP-полной задачи лежат по разные стороны воображаемой 
“границы”, разделяющей полиномиально разрешимые и трудно­
решаемые задачи. При анализе задач наша цель состоит в вы­
яснении, какие подзадачи по какую сторону этой границы 
лежат.

В действительности, по-видимому, лучше будет в каждый от­
дельный момент времени представлять себе “пограничную зону” 
между подзадачами, разрешимость которых за полиномиальное 
время уже известна, и подзадачами, для которых установлена 
NP-полнота. Подобная пограничная зона состоит из подзадач, 
NP-полнота которых остается под вопросом. На рис. 4.2 схема­
тически изображено возможное "сострянце знаний” о наборе 
подзадач задачи Ц.
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Если нам удается определить, что некоторая открытая задача 
лежит в Р или NP-полна, то тем самым сужается пограничная 
зона и увеличивается изученная часть класса NP. Конечно, если 
задача неразрешима за полиномиальное время, нам никогда не 
удастся полностью исчерпать пограничную зону,' кроме, воз­
можно, случая,когда представляет интерес только ограниченное 
число подзадач. Даже когда мы ограничиваемся фиксированным, 
конечным набором подзадач, некоторые из них могут оказаться 
принадлежащими к группе промежуточных задач, которые ни 
NP-полны, ни принадлежат классу Р (как мы уже отмечали, 
если Р Ф  NP, то такие задачи должны существовать). Тем не 
менее, когда мы выясняем место одной из задач, оставшейся 
открытой, можно считать, что мы приближаемся к воображае­
мой “пограничной линии”.

Чтобы конкретизировать сказанное выше, рассмотрим задачу 
составления расписания выполнения заданий, имеющих равную 
длительность и подчиненных отношению предшествования (эта 
задача сама по себе представляет частный случай некоторых 
более общих задач теории расписаний).

РАСПИСАНИЕ С ОТНОШЕНИЕМ ПРЕДШЕСТВОВАНИЯ
УСЛОВИЕ. Задано множество Т “заданий” (предполагается, 
что все они имеют длительность 1) и частичный порядок <• на 
множестве Т, число “процессоров” m и общий директивный срок 
D e  Z+.
ВОПРОС. Существует ли такое “расписание” о: Г-»-{0, 1, . . .
. . . ,  D}, что для каждого i е  {0, 1.........D] | {/ е  Т: a(t) =  1} | ^
^  m и если t< - f ,  то о ( 0 <  o(i')?

В качестве гипотетического “приложения” этой задачи рас­
смотрим следующую ситуацию. Предположим, что вы ассистент 
факультета прикладной математики Государственного универ­
ситета и только что получили задание помочь поступившим 
первокурсникам составить план своих занятий на все время обу­
чения. Студенты представляют вам список всех курсов, которые 
они намереваются прослушать, и число m — максимальное число 
курсов, которые они могут слушать одновременно, D — число 
семестров обучения. Университет достаточно большой, так что 
каждый курс лекций читается каждый семестр и никакие два 
курса не пересекаются по времени. Однако некоторые курсы 
являются вспомогательными для других и поэтому должны быть 
прослушаны раньше последних ( /< • / ' означает, что t является 
вспомогательным для t'). Предположим, что вы решили напи­
сать программу для ЭВМ, которая, пользуясь этой информа­
цией, составляла бы для каждого студента соответствующее 
расписание.
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Задача РАСПИСАНИЕ С ОТНОШЕНИЕМ ПРЕДШЕСТВО­
ВАНИЯ NP-полна [518], поэтому мало вероятно, что вам 
удастся построить полиномиальный алгоритм составления рас­
писания в общем случае. Тем не менее, возможно, найдутся не­
которые естественные ограничения, приемлемые для большин­
ства студентов и облегчающие решение задачи. Поскольку ра­
ботоспособность студентов ограничена, то вполне вероятно, что 
пг можно ограничить сверху некоторым числом, например 6. 
Вспомогательные курсы лекций также могут удовлетворять до­
полнительным ограничениям. Многие из ваших студентов могли 
выбрать столь разнообразную программу обучения, что ни один 
из выбранных ими курсов лекций не потребует вспомогательных

2 т ^З  ш<4 т ^5  /и^100 т произвольно
< произвольно 

<двреИа

< пусто

Рис. 4.3. Современное состояние знаний о семействе подзадач задачи РАС­
ПИСАНИЕ С ОТНОШЕНИЕМ ПРЕДШЕСТВОВАНИЯ (в обозначениях

рис. 4.2).

курсов (в этом случае условие порядка отсутствует). В неко­
торых случаях может оказаться, что для каждого данного курса 
лекций требуется только один “явный” вспомогательный курс, 
а все остальные курсы, вспомогательные для данного, являются 
вспомогательными также и для “явного” вспомогательного. 
В этом случае частичный порядок представляет собой древо­
видную структуру. Возможны и другие ограничения, но мы оста­
новимся только на перечисленных. Таким образом, возникает 
семейство подзадач, представленное на рис.4.3. На этом же ри­
сунке приведены известные сведения о сложности этих подзадач.

Заметим, что все возможности, указанные на рис. 4.2, вклю­
чая пограничную зону, встречаются на рис.4.3. В случае когда 
имеется подобная однородная иерархия подзадач, очень часто 
ту же самую информацию можно задать более кратко, указав 
“минимальную” NP-полную и “максимальную” разрешимую за 
полиномиальное время подзадачу. Если задано семейство С под­
задач некоторой NP-полной задачи, то задача П е С  является 
(в настоящее время) минимальной NP-полной подзадачей, если 
известна NP-полнота задачи П и у нее нет подзадачи П', кото­
рая была бы NP-полна и принадлежала семейству С. Задача 
П е С  является (в настоящее время) максимальной полино­
миально разрешимой подзадачей, если известна ее принадлеж­
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ность классу Р и в семействе С нет задачи 1Г, которая была бы 
разрешима за полиномиальное время и содержала бы П в ка­
честве подзадачи. Аналогичным образом можно определить ми­
нимальную и максимальную открытые подзадачи семейства С.

Для класса подзадач задачи РАСПИСАНИЕ С ОТНОШЕ­
НИЕМ ПРЕДШЕСТВОВАНИЯ, представленного на рис. 4.3, 
две подзадачи, определяемые ограничениями “<• — произвольно, 
m 2” и “<■ — дерево, т — произвольно”, являются (в настоя­
щее время) максимальными подзадачами, разрешимыми за по­
линомиальное время. Сама общая задача является (в настоя­
щее время) минимальной NP-полной подзадачей. Минимальная 
открытая подзадача определяется ограничениями “<■— произ­
вольно, т 3”, а максимальной открытой подзадачи не сущест­
вует, поскольку все задачи с ограничением вида “<• — произ­
вольно, т У” открыты при всех целых У ^  3.

Вполне естественным представляется изучение пограничной 
области задачи с помощью общей схемы двустороннего подхода, 
описанной выше. Мы по очереди рассматриваем подзадачи, 
представляющиеся наиболее вероятными кандидатами на при­
надлежность классу Р, и подзадачи, кажущиеся NP-полными. 
Используя в качестве отправных точек подзадачи, очевидным 
образом разрешимые за полиномиальное время, и подзадачи, 
NP-полнота которых следует непосредственно из NP-полноты 
общей задачи, мы постепенно увеличиваем множество индиви­
дуальных задач первой подзадачи и уменьшаем множество ин­
дивидуальных задач второй. В отличие от случая, когда изу­
чается одна отдельная задача с переходами от построения алго­
ритма к доказательству NP-полноты, при анализе подзадач у 
нас появляется возможность изменять также и сами задачи, от 
более ограничительных к менее ограничительным.

Техника, используемая для доказательства NP-полноты под­
задач, по существу, аналогична описанной в гл. 3 технике 
доказательства NP-полноты изолированных задач. Однако име­
ется одно весьма важное различие. Когда мы пытаемся дока­
зать NP-полноту подзадачи, нам уже известно доказательство 
NP-полноты некоторой обобщенной версии этой подзадачи. Это 
дает нам хорошего кандидата на “известную” NP-полную за­
дачу (чем можно воспользоваться в искомом доказательстве), а 
также доказательство NP-полноты, которое можно было бы мо­
дифицировать, чтобы получить соответствующее доказательство 
для рассматриваемой подзадачи. Хотя это и не всегда облегчит 
достижение нашей цели, но, по крайней мере в отличие от дока­
зательства NP-полноты изолированной задачи, нам будет от 
чего оттолкнуться.

Преимущества такого подхода можно удачно проиллюстри­
ровать на некоторых хорошо известных задачах из теории гра­
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фов. Поскольку среди NP-полных задач очень часто встреча­
ются задачи из теории графов, а ограничения, которые мы бу­
дем рассматривать для таких задач, часто оказываются сущест­
венными, то в действительности различные приемы, используе­
мые нами для доказательства результатов об NP-полноте при 
этих ограничениях, заслуживают рассмотрения сами по себе.

В дальнейшем мы будем обсуждать много разнообразных 
задач из теории графов, а в качестве первого примера возьмем 
следующую задачу (уже встречавшуюся в гл. 3) о “раскраске 
графа”:

РАСКРАШИВАЕМОСТЬ ГРАФА В 3 ЦВЕТА
УСЛОВИЕ. Задан граф G =  (V, Е).
ВОПРОС. Верно ли, что G раскрашиваем в 3 цвета? Другими 
словами: “Существует ли такая функция f : У-»-{1, 2, 3}, что 
f(u)= £f(v), если {и, о} е £ ? ”

Эта задача связана со знаменитой проблемой четырех кра­
сок (недавно решенной Аппелем и Хакеном [19, 20] и возникаю­
щей в связи с задачами теории расписаний и разбиений). За­
дача сама по себе представляет собой частный случай задачи 
РАСКРАШИВАЕМОСТЬ ГРАФА В К ЦВЕТОВ, в которой / 
принимает значение в множестве {1, . . . ,  К}, а К входит в усло­
вие задачи. NP-полнота задачи РАСКРАШИВАЕМОСТЬ ГРА­
ФА В 3 ЦВЕТА была доказана Стокмейером [496] (доказатель­
ство опубликовано также в работе [157]).

Первое из рассматриваемых нами ограничений состоит в 
ограничении максимальной степени вершин (степенью вершины 
называется число содержащих ее ребер). Большинство задач из 
теории графов может быть решено за полиномиальное время, 
если максимум степеней вершин графа достаточно мал. Напри­
мер, если потребовать, чтобы все вершины графа имели степень 
не более 2, то задачи ГАМИЛЬТОНОВ ЦИКЛ, ВЕРШИННОЕ 
ПОКРЫТИЕ и РАСКРАШИВАЕМОСТЬ ГРАФА В 3 ЦВЕТА 
(а также почти любая задача из теории графов, которую можно 
себе вообразить) тривиально решаются за полиномиальное вре­
мя. Таким образом, возникает вопрос: “Каково самое сильное 
ограничение на степени вершин, при котором задача все еще 
остается NP-полной?”

Задача КЛИКА — одна из задач для которой никакое огра­
ничение на степени вершин не сохраняет свойства NP-полноты. 
Это объясняется тем, что если степени вершин ограничены чис­
лом D, то граф не может содержать клику на более чем D +  1 
вершинах. Следовательно, наибольшая клика может быть най­
дена перебором всех подмножеств вершин, состоящих не более 
чем  из D +  1 элементов, а поскольку D фиксировано, то число
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таких подмножеств ограничено полиномом. Заметим, что хотя 
(в предположении Р ф  NP) это соображение предупреждает 
наши попытки доказывать NP-полноту ограниченной версии за­
дачи КЛИКА, алгоритм, который можно построить на его 
основе при больших и , не представляет практического интереса.

Для многих других задач из теории графов имеются NP-пол- 
ные подзадачи с ограниченной степенью вершин. На рис. 4.4 
представлены некоторые результаты этого типа. Отметим, что 
все границы являются наилучшими возможными (в предполо­
жении Р ф  NP), поскольку их уменьшение всего лишь на 1 при­
водит к полиномиально разрешимой подзадаче. В действитель­
ности задачи становятся тривиальными. (Для задачи РАСКРА- 
ШИВАЕМОСТЬ ГРАФА В 3 ЦВЕТА теорема Брукса [56]

В Р при D ^ NP-полная 
при D

ВЕРШИННОЕ ПОКРЫТИЕ 
ГАМИЛЬТОНОВ ЦИКЛ 
РАСКРАШИВАЕМОСТЬ 
ГРАФА В 3 ЦВЕТА 
МНОЖЕСТВО ВЕРШИН, 
РАЗРЕЗАЮЩИХ КОНТУРЫ

Рве. 4.4. Классификация (относительно разрешимости за полиномиальное 
время и NP-полноты) подзадач, получаемых рассмотрением индивидуальных 

задач, у которых степень вершин не превосходит D.

утверждает, что связный граф с максимальной степенью вер­
шин, равной 3, раскрашиваем в 3 цвета тогда и только тогда, 
когда он не является полным графом на четырех вершинах.) 
(Последнее условие легко проверяется.)

Каждый из этих результатов об NP-полноте подзадач на 
графах с ограниченной степенью вершин может быть получен 
из общей задачи с помощью метода локальной замены. Основ­
ную идею, которая заключается в “замене вершин”, мы проил­
люстрируем на примере задачи РАСКРАШИВАЕМОСТЬ ГРА­
ФА В 3 ЦВЕТА.

Теорема 4.1. Задача РАСКРАШИВАЕМОСТЬ ГРАФА В 3 
ЦВЕТА для графов, все вершины которых имеют степень не 
более 4, остается N P -полной.

Доказательство. Принадлежность ограниченной задачи клас­
су NP следует немедленно из аналогичного результата для об­
щей задачи. Поэтому предположим, что (5 =  (К, Е )— произволь­
ная индивидуальная задача общей задачи. Необходимо по­
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строить соответствующий граф G' =  (V', Е '), не имеющий 
вершин степени более 4 и раскрашиваемый в 3 цвета тогда и 
только тогда, когда граф G раскрашиваем в 3 цвета.

Прием “замена вершин” основан на использовании пред­
ставленного на рис. 4.5(a) графа Я 3 на восьми вершинах. Этот 
граф имеет три “разъема”, помеченные на этом рисунке чис­
лами 1, 2 и 3. При й ^ 4  вершина, инцидентная k ребрам, за­
меняется графом Я*, имеющим k разъемов, который получается 
из графа Hk-\ подсоединением экземпляра графа Я3 (причем к 
(k — 1)-му разъему графа Н к~\ подсоединяется первый разъем 
графа Я3). Разъемы графа Hk~i — вершины степени два. Все

Рис. 4.5. Граф Н3 и граф Н5 (образованный тремя экземплярами графа Нз), 
используемые для доказательства NP-полноты задачи РАСКРАШИВАЕ- 

МОСТЬ ГРАФА В 3 ЦВЕТА с ограниченными степенями вершин.

разъемы графа Hk- 1 сохраняют свои метки, а разъемы с номе­
рами 2 и 3 подсоединяемого графа Я 3 получают метки k — 1 и k 
соответственно. На рис. 4.5(6) представлен граф Я 5.

Легко видеть, что для всех k ^  3 имеют место следующие 
утверждения:
(1) Граф Н к имеет 7 (k — 2 )+  1 вершин, включая k помеченных 

разъемов.
(2) В графе Я* нет вершин степени более 4.
(3) Степень каждого разъема равна 2.
(4) Граф Н к раскрашиваем в 3 цвета, но не раскрашиваем в 

2 цвета, а любая его раскраска в 3 цвета сопоставляет всем 
разъемам один и тот же цвет.

Перенумеруем произвольным образом г вершин v\, V2 , vr 
заданного графа G, степени которых превосходят 4. Теперь по­
следовательность графов

строится следующим образом. Граф G;, 1 ^  i ^  г, строится по 
графу Gi-i. Пусть d — степень вершины о,- в графе Gi-1, а 
{их, щ}, {«2, Oi}........ {Ud, Vi}— ребра, содержащие эту верши­
ну. Для построения графа Gi из графа G,_ 1 удаляем вершину щ, 
заменяя ее экземпляром графа На, и при этом каждое ребро

2 2 3 4

а
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{«/, Vi} заменяется ребром, соединяющим и/ с /-м разъемом 
графа На.

Из построения и перечисленных выше фактов вытекает, что 
при граф Gk имеет г — k вершин степени более 4 и
граф Gk раскрашиваем в три цвета тогда и только тогда, когда 
граф G раскрашиваем в три цвета. Отсюда следует, что граф 
G' =  Gr обладает необходимым свойством. ■

Для других задач используются иные замены вершин и под­
час требуется большая изобретательность, чтобы отыскать со­
ответствующую замену, сохраняющую все нужные свойства. Од­
нако поскольку на практике такие ограничения встречаются 
достаточно часто (например, ограничение на число входов и 
ветвлений выходов в логических схемах), то имеет смысл из­
учить их влияние на сложность любой общей задачи теории 
графов.

Другое общее ограничение для задач из теории графов свя­
зано с планарностью графов. Граф называется планарным, если 
его можно вложить в плоскость посредством отождествления 
каждой вершины с точкой плоскости, а ребра — с линией, сое­
диняющей его конечные точки (причем никакие две линии не 
должны иметь общих точек, кроме, быть может, концов). На­
пример при составлении карт и при конструировании печатаных 
схем возникают планарные графы, поэтому вполне естественно 
рассмотреть влияние планарности на сложность задачи. КЛИКА 
снова дает нам пример задачи, которая при наложении такого 
ограничения упрощается, ибо планарный граф не может содер­
жать полного подграфа более чем на четырех вершинах. Более 
интересен пример следующей задачи:

МАКСИМАЛЬНЫЙ РАЗРЕЗ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G — (V, Е), вес a i ( e ) e Z + для каж­
дого ребра е е £ ,  а также целое положительное число К. 
ВОПРОС. Можно ли разбить множество V на такие два непере- 
секающихся подмножества Ki и Кг, чтобы сумма весов ребер 
из Е, имеющих концы в разных подмножествах, была не мень­
ше К?

Для произвольных графов эта задача NP-полна, даже если 
потребовать, чтобы веса всех ребер были равны [157]. Однако 
в работах [406, 195] показано, как теория паросочетаний может 
быть использована для решения этой задачи на планарных гра­
фах без каких-либо ограничений на веса ребер.

С другой стороны, многие задачи на графах (например, все 
задачи, обсуждавшиеся в гл. 3) остаются NP-полными даже 
для планарных графов. К доказательству результатов подоб­
ного типа имеется два подхода. Первый из них состоит в том,
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чтобы найти задачу, для которой NP-полнота на планарных 
графах уже известна, и использовать сводимость, сохраняющую 
планарность. Второй, более общий прием состоит в применении 
к исходной задаче метода локальной замены, для чего конструи­
руется “переплетение”, которое можно было бы использовать 
вместо любого переплетения ребер, возникающего при вложении 
графа (не обязательно планарного). Для иллюстрации этого 
приема опять вернемся к задаче РАСКРАШИВАЕМОСТЬ ГРА­
ФА В 3 ЦВЕТА.

Теорема. 4.2. Задача РАСКРАШИВАЕМОСТЬ ПЛАНАР­
НОГО ГРАФА В 3 ЦВЕТА NP-полна.

Доказательство. Принадлежность этой задачи классу NP 
очевидна (планарность графа можно распознать за полиноми­

альное время, применив, на­
пример, линейный по времени 
алгоритм Хопкрофта и Тарья- 
на [213]). Поэтому предполо­
жим, что G — (V, Е) — произ­
вольная индивидуальная за­
дача РАСКРАШИВАЕМОСТЬ 
ГРАФА В 3 ЦВЕТА. Требует­
ся указать способ построения 
соответствующего планарного 
графа G' =  {V ',E '), такого, 
что G' раскрашиваем в 3 цве­
та тогда и только тогда, когда 
G раскрашиваем в 3 цвета.

“Переплетение”, используе­
мое в доказательстве, — это 
граф, представленный на рис.
4.6. У него разъемы х, х ', у 
и у' помечены. Это переплете­

ние было предложено М. Дж. Фишером, оно проще переплете­
ния, использовавшегося в исходном доказательстве Стокмейера 
[496]. Граф Н имеет 13 вершин, 24 ребра и обладает следую­
щими свойствами (проверку которых мы оставляем читателю):

1. Любая раскраска графа Н в три цвета удовлетворяет усло­
виям f(x) =  f(x') и f(y) — f{y')-

2. Существуют такие раскраски f i и f2 графа Н в три цвета, что 
выполняются свойства

fi{x) =  / 2 (*0 ^ / 2 (у) =  h(y )

х

Рис. 4.6. Переплетение Н, исполь­
зуемое в доказательстве NP-полноты 
задачи РАСКРАШИВАЕМОСТЬ 
ГРАФА В 3 ЦВЕТА для планарных 

графов.
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Граф G' строится по G следующим образом:
(а) Вкладываем граф G в плоскость, позволяя ребрам пе­

ресекаться, но не допуская прохождения ребра через 
вершину, отличную от концов, и не разрешая пересече­
ния более чем двух ребер в одной точке (за исключением 
вершин). Это может быть легко сделано за полиномиаль­
ное время.

(б) Для каждого ребра {и, v} е  Е назовем его представле­
ние на плоскости “ {и, о)-линией”. Для каждой линии,

а и + ■ * V

6 \ \ I
\ \ \

В и  • — — •  1'

г и < г ^ > — •  V

Рнс. 4.7. Построение по заданному графу G планарного графа G', исполь­
зующее переплетение И, представленное на рис. 4.6 и сохраняющее свойство 

раскрашиваемости в 3 цвета.

“пересекаемой” другими линиями, добавим новые вер­
шины по одной между каждым концом и ближайшей к 
нему точкой пересечения и по одной между каждой па­
рой соседних точек пересечения — см. рис. 4.7 (а) и (б).

(в) Заменяем каждую точку пересечения линий в графе 
экземпляром графа Н, отождествляя разъемы х и х' с 
ближайшими двумя точками, на одной из пересекаю­
щихся линий, а разъемы у  и у' с ближайшими двумя 
точками на другой — см. рис. 4 . 7 ( b ) .

(г) Для каждого ребра {и, о} е  Е выберем одну из его вы­
деленных конечных точек и сольем ее с ближайшей 
новой точкой на {и, о}-линии — см. рис. 4.7(г). Если на 
{и, о)-линии нет новых точек, то слияний не происходит 
и все исходные вершины (множества У) сохраняются 
неизменными. Ребро между другой концевой точкой
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{и, у}-линии и ближайшей к ней новой точкой на {и, о}- 
линии будет называться оперантным ребром {и, о}-ли­
нии.

На этом описание графа G заканчивается. Нетрудно видеть, 
что граф G' планарный и может быть построен за полиномиаль­
ное время. Остается показать, что G' раскрашиваем в три 
цвета тогда и только тогда, когда G раскрашиваем в три 
цвета.

Предположим, что f\ V '—*- {1, 2, 3} — произвольное раскра­
шивание графа G' в три цвета. Утверждается, что ограничение 
f на V есть раскрашивание в 3 цвета графа G. Предположим 
противное. Тогда должно существовать ребро {и, v} такое, 
что f ( u ) = f ( v ) .  Рассмотрим {и, о}-линию в графе G' и (без 
ограничения общности) предположим, что и — выделенный ко­
нец этого ребра, выбранный на шаге (г) построения. В силу 
свойства 1 графа Н все новые точки {и, у}-линии должны быть 
окрашены в тот же “цвет”, что и вершина и. Следовательно, 
оба конца оперантного ребра этой линии должны быть окра­
шены в одинаковый цвет, а это противоречит предположению, 
что f являлось раскрашиванием графа G' в 3 цвета.

Обратно, предположим, что /: У-*-{1, 2, 3 }— произвольное 
раскрашивание графа G в три цвета. Это раскрашивание может 
быть продолжено до раскрашивания в три цвета графа G' сле­
дующим образом. Для каждого ребра {и, у) е  Е окрасим каж­
дую новую точку {и, у)-линии в цвет j(u ) , где и — выделенная 
вершина этой линии. Это обеспечивает то, что оба конца каж­
дого оперантного ребра оказываются окрашенными в разные 
цвета (поскольку f{u) ф  f{v )). В силу свойства 2 графа Н, эта 
частичная раскраска графа G' может быть продолжена до рас­
крашивания графа G' в 3 цвета с помощью выбора соответст­
вующей окраски вершин каждого из переплетений. Отсюда вы­
текает требуемый результат. ■

Списки задач из приложения ознакомят читателя с большим 
числом других результатов об NP-полноте ограниченных версий 
задач из теории графов. В этих списках мы пытались дать как 
можно больше информации о сложности различных подзадач 
каждой задачи. Списками можно воспользоваться в качестве 
одного из источников возможных ограничений, которые для дан­
ной задачи можно подвергнуть анализу. Другие ограничения 
возникнут из контекста, в котором формулируются задачи. Ин­
дивидуальные задачи, возникающие в конкретных приложениях, 
часто будут удовлетворять специальным ограничениям. Эти 
ограничения могут оказать влияние на сложность задачи, хотя 
они на первый взгляд могут показаться несущественными.
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В следующем разделе мы обсудим ограничения специального 
вида, часто представляющие интерес в задачах с числовыми 
параметрами.

4.2. ЗАДАЧИ С ЧИСЛОВЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 
И СИЛЬНАЯ NP-ПОЛНОТА

Необходимость анализа подзадач NP-полной задачи особен­
но ярко проявляется в задачах с числовыми параметрами. При­
чины этого явления можно проиллюстрировать на нижеследую­
щем примере применения метода “динамического программи­
рования” для решения задачи РАЗБИЕНИЕ.

J
1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 Т т F F F F F F F F F F F F

2 т т F F F F F F F Т т F F F

3 т т F F F Т Т F F т т F F F
4 т т F Т т Т т F Т т т F Т Т
5 т т F Т т т т F Т т т Т Т Т

Рис. 4.8. Таблица значений t (/, /) для индивидуальной задачи РАЗБИЕНИЕ, 
которая определяется множеством A =  {ai, аг, а3, а4, а8} и весами s(ai) =  l, 
s (в2) =  9, s (а3) =  5, s (a4) =  3 и s (a6) =  8 . Рассматриваемой индивидуаль­
ной задаче соответствует ответ «да», поскольку t (5, 13) =  Т в силу того, 

что s (ai) +  s (аг) -f s (a4) =  13 =  26/2.

Пусть множество А =  {ai, с 2, . . . .  ап} и размеры его эле­
ментов s (a i) , «(аг), . . . ,  s ( a , ) e Z +  определяют произвольную 
индивидуальную задачу РАЗБИЕНИЕ. Положим В —  £  s(a).
Если В нечетно, то, очевидно, не существует такого подмноже­
ства А' Е  А, что

и, следовательно, рассматриваемой индивидуальной задаче со­
ответствует ответ “нет”. Если же В четно, то пусть t(i, /) (где 
1 ^  t ^  п, 0 < / <  В /2) обозначает значение истинности 
утверждения: “существует такое подмножество множества
{aj, a 2, . . . .  а,}, что сумма размеров его элементов равна в точ­
ности /”. Значения /(/, /) можно расположить в виде таблицы, 
как это сделано на рис. 4.8.

“Изюминка” предлагаемого метода заключается в очень про­
стой процедуре, которой можно воспользоваться для заполне­
ния таблицы. Процедура позволяет заполнить таблицу последо­
вательно, строчка за строчкой сверху вниз. Совершенно ясно,
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что в первой строке <(1, j) =  Т тогда и только тогда, когда либо 
/ =  О, либо j =  s(a  1). Каждая следующая строка заполняется 
с использованием значений, расположенных в предыдущей 
строке. Для 1 <  / sg; п, 0 ^  ^  В /2, равенство t{i, j) =  Т имеет 
место только в двух случаях: либо если t ( i— 1, j ) = T ,  либо 
если s ( a ; ) ^ y  и t ( i— 1, / — s(a ,)) =  Т. После того как вся таб­
лица будет заполнена, рассматриваемая индивидуальная за­
дача РАЗБИЕНИЕ будет решена, поскольку ей соответствует 
ответ “да” тогда и только тогда, когда t{n, В/2 ) — Т.

У читателя не должно возникнуть трудностей при написа­
нии итеративного алгоритма заполнения таблицы согласно опи­
санному выше способу; время работы алгоритма ограничено 
полиномом низкой степени от числа клеток таблицы (т. е. по­
линомом от пВ). На первый взгляд может даже показаться, что 
это дает полиномиальный алгоритм решения задачи РАЗБИЕ­
НИЕ, откуда следует, что Р =  NP и в результате чего настоя­
щая книга вообще становится ненужной. Однако это, конечно, 
не так. Объяснение можно найти, вспомнив о требовании “сжа­
тости” разумных схем кодирования задач, при которых каждое 
целое число s(ai) должно быть представлено на входе словом 
длины порядка 0 ( lo g s (a ,) ) . Следовательно, длина записи всей 
индивидуальной задачи РАЗБИЕНИЕ будет величиной порядка 
О (л log В), а пВ не ограничено никаким полиномом от этой 
величины. Следовательно, описанный выше алгоритм не позво­
ляет решить задачу РАЗБИЕНИЕ за полиномиальное время.

Тем не менее наличие такого алгоритма показывает, что 
NP-полнота задачи РАЗБИЕНИЕ (а также ее предполагаемая 
труднорешаемость) в значительной степени зависит от того об­
стоятельства, что на входе могут присутствовать чрезвычайно 
большие числа. Если бы на величину таких чисел заранее было 
наложено какое-либо ограничение, например в виде полинома 
от Length [/], то приведенный выше алгоритм для таким обра­
зом ограниченной задачи был бы полиномиальным. (В дальней­
шем для выделения алгоритмов, обладающих этим свойством, 
мы введем термин “алгоритм с псевдополиномиальным време­
нем работы”.) Естественно ожидать, что подобное ограничение 
выполнено во многих задачах, встречающихся на практике.

Например, в задачах теории расписаний (где числа пред­
ставляют собой длительности заданий) появление слишком 
больших чисел мало вероятно, поскольку мы собираемся выпол­
нять задания реально, и если какое-то из них требует чрезвы­
чайно большого времени, то мы просто будем не в состоянии 
его закончить. В других задачах, где числа представляют собой 
эмпирически измеренные величины, доступная точность измере­
ния ограничивает пределы изменения чисел, к которым наш 
алгоритм должен быть применим.
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Более того, алгоритм с псевдополиномиальным временем ра­
боты может быть полезен даже в тех случаях, когда нельзя 
надеяться на естественное ограничение величины входных чи­
сел. Такие алгоритмы будут работать “экспоненциально долго” 
только для тех индивидуальных задач, в которых имеются 
“экспоненциально большие” числа. Однако может оказаться, 
что в интересующих нас приложениях подобные индивидуальные 
задачи встречаются редко. Если это так, то алгоритм этого типа 
может служить нашим целям почти столь же хорошо, как и по­
линомиальный по времени алгоритм.

Таким образом, отыскание псевдополиномиального алгорит­
ма для решения NP-полной задачи с числовыми параметрами — 
вопрос достойный исследования. В дальнейшем мы увидим, что 
не все числовые задачи в этом отношении подобны задаче РАЗ­
БИЕНИЕ. С помощью теории NP-полноты можно показать, что 
если Р ф  NP, то для решения некоторых из них не может су­
ществовать даже псевдополиномиального алгоритма. В разд. 4.2.1 
вводится новая терминология, а также закладывается фундамент 
для доказательства подобных результатов о “сильной” NP-пол- 
ноте. В разд. 4.2.2 иллюстрируется техника доказательств и при­
водится седьмая из числа “основных” NP-полная задача.

4.2.1. Некоторые дополнительные определения
В следующих ниже определениях участвуют подзадачи, 

получаемые при наложении ограничений на величины чисел, вхо­
дящих в индивидуальную задачу. Эти ограничения будут форму­
лироваться с помощью двух не зависящих от кодирования функ­
ций Length: Dn->-Z+ и Max: D n-*-Z+, которые будут связы­
ваться с каждой задачей распознавания П. Хотя теоретически 
эти две функции могут быть совершенно произвольными (так 
же как схемы кодирования), значимость определяемых с их 
помощью понятий будет зависеть от того, в какой мере эти 
функции адекватно отражают следующий вкладываемый в них 
смысл. Как говорилось в разд. 2.1, назначение функции Length 
состоит в сопоставлении любой индивидуальной задаче I  неко­
торого целого числа Length [/], соответствующего числу симво­
лов, используемых для описания / при некоторой разумной 
схеме кодирования задачи П. Назначение функции Мах (не 
обсуждавшейся ранее) состоит в сопоставлении любой инди­
видуальной задаче I  целого числа М ах[/], соответствующего 
величине максимального числа в /.

Типы результатов, которые мы будем доказывать в дальней­
шем, будут носить достаточно общий характер и будут спра­
ведливы для достаточно широкого класса “полиномиально экви­
валентных” функций Length и Мах. Будем говорить, что две
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функции длины записи Length и Length' для задачи П полино­
миально эквивалентны, если существуют такие полиномы р и р', 
что для всех индивидуальных задач /  е  Dn выполнены соотно­
шения

Length (/) <  р' (Length' [/]);
Length' (/) ^  р (Length [/]).

Будем говорить, что пара функций (Length, Мах) полиномиаль­
но эквивалентна паре функций (Length', Max'), если, во-первых, 
функции Length и Length' эквивалентны в смысле данного выше 
определения и, во-вторых, существуют такие полиномы от двух 
переменных q и q', что для всех / е  Dn выполнены соотно­
шения:

Мах [/] q' (Max' [/], Length' [/]);
Max' [/] <1 q (Max [/], Length [/]).

Все формулируемые ниже результаты будут справедливы для 
любых функций Length и Мах, полиномиально эквивалентных 
тем функциям, которыми мы пользуемся.

В качестве примера рассмотрим задачу РАЗБИЕНИЕ, в ко­
торой индивидуальная задача /  определяется конечным мно­
жеством А и размерами s (o ) e Z +  каждого элемента с е А  
Любая из приводимых ниже функций подошла бы в качестве 
функции Length для задачи РАЗБИЕНИЕ:

Length [/] =  [ A |-f- Z  r io g 2s(a)~l;
а е Л

Length [/] =  | А | +  max {riog2 s (а)~1: а е= А};
Length [/] =  | Л I - 1"log2 s (а>1.

пар функций Length и Мах, получаемых комбинацией функций 
подошла бы в качестве функции Мах для задачи РАЗБИЕНИЕ:

Мах [/] =  max {s (а): а е  А};
M a x [/]=  X  s(a);

а е  А

М ах[/] =  r C I / f c o y u i i -

Мы оставляем читателю проверку того, что любая из девяти 
пар функций Length и Мах, получаемых комбинацией функций 
из приведенных двух списков, полиномиально эквивалентна лю­
бой другой такой же паре функций.

Неопределенность, допускаемая нами при выборе функций 
leng th  и Мах, позволит избежать явного их указания для за­
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дачи П, поскольку их с достаточной точностью можно восста­
новить по описанию условия задачи. Подходящая функция 
Length определяется понятием “разумная схема кодирования” 
задачи, а оно уточняется при описании условия задачи и по­
средством стандартных соглашений, принятых в разд. 2.1. Под­
ходящая функция Мах возникает при указании того, что неко­
торые объекты задачи представляют собой числа (в отличие 
от множеств, последовательностей, графов, элементов с имена­
ми и т. д.). Обычно это будут целые числа, а более сложное 
“число”, входящее в описание индивидуальной задачи, будет 
рассматриваться как образование, полученное из одного или не­
скольких отдельных целых чисел, аналогично рассмотренному 
выше случаю рациональных чисел. Примем следующее согла­
шение: в качестве Мах [/] будет выбираться либо величина наи­
большего числа, входящего в /, либо 0, если в /  вообще не вхо­
дят целые числа.

От функций Length и Мах будет требоваться выполнение 
еще одного, последнего условия. Оно заключается в том, что 
при любой фиксированной разумной схеме кодирования зада­
чи П должны существовать две ДМТ-программы с полиноми­
альным временем работы, которые, принимая на входе код 
каждой индивидуальной задачи / е О п ,  выдают на выходе дво­
ичные записи величин Length[/] и М ах[/].Это свойство необхо­
димо нам лишь по той причине, что мы будем рассматривать 
ограничения на индивидуальные задачи, формируемые с по­
мощью Length[/] и М ах!/], и нам нужно уметь распознавать 
коды индивидуальных задач, удовлетворяющие этим ограниче­
ниям. Любые естественно возникающие функции Length [/] и 
Мах[/] наверняка обладают этим свойством.

Нижеследующие определения предполагают, что с любой 
задачей распознавания П связаны функции Length и Мах, для 
которых выполняются перечисленные выше требования. Фор­
мально говоря, для рассуждения на уровне языков необходимо 
также, чтобы для каждой задачи П была предъявлена некото­
рая схема кодирования. Однако гораздо удобнее формулиро­
вать определения на уровне задач без этой оговорки, действуя 
согласно стандартным предположениям об использовании ра­
зумных схем кодирования. У читателя не должно возникнуть 
трудностей в восполнении всех деталей при полной формализа­
ции этих определений на уровне языков, и будет более есте­
ственно и более информативно продолжать наши рассуждения 
на уровне задач.

Алгоритм решения задачи П будет называться псевдополи- 
номиальным по времени алгоритмом (или просто псевдополи- 
аомиальным алгоритмом), если его временная функция огра­
ничена сверху полиномом от двух аргументов Length [/] и
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М ах[/]. По определению любой полиномиальный по времени 
алгоритм является также псевдополиномиальным по времени 
алгоритмом, поскольку время его работы ограничено полиномом 
от одного аргумента — Length [/]. Однако мы уже ознакомились 
с примером псевдополиномиального, но не полиномиального ал­
горитма для задачи РАЗБИЕНИЕ. Этот пример показывает, 
что, несмотря на то что NP-полнота задачи П исключает воз­
можность ее решения полиномиальным алгоритмом (при усло­
вии P ^ N P ) ,  NP-полнота не исключает возможности решения 
задачи П псевдополиномиальным алгоритмом.

Точнее говоря, NP-полнота задачи не обязательно исклю­
чает возможность ее решения псевдополиномиальным алгорит­
мом. Многие из рассмотренных нами задач распознавания обла­
дали тем свойством, что величина Мах[/] ограничена полино­
мом от Length [/], и, следовательно, для этих задач нет разли­
чия между полиномиальными и псевдополиномиальными алго­
ритмами. Например, единственный числовой параметр, входя­
щий в условие задачи КЛИКА, — это граница /, которая не мо­
жет быть больше числа вершин, заданного в условии графа. 
Задача ВЫПОЛНИМОСТЬ вообще не содержит чисел, за ис­
ключением лишь индексов у литералов и дизъюнкций, которыми 
можно пренебречь, поскольку они фактически играют роль 
‘‘имен”, а не “чисел”. (Принятые нами соглашения о схемах 
кодирования гарантируют, что такие числовые “имена” всегда 
будут ограничены полиномом от Length [/].) Интересующие нас 
здесь вопросы не имеют отношения к задачам такого типа. Вы­
делим класс задач, к которым эти вопросы имеют отношение. 
Будем называть задачу П задачей с числовыми параметрами, 
если не существует такого полинома р, что Мах [/] ^

р (Length [/]) для всех / е О ц .  Среди шести основных 
NP-полных задач единственной задачей с числовыми парамет­
рами является задача РАЗБИЕНИЕ.

Непосредственно на основе данных определений можно сде­
лать следующее замечание:

Замечание 4.1. Если NP-полная задача П не является зада­
чей с числовыми параметрами, то П не может быть решена псев­
дополиномиальным алгоритмом (если Р ф  N P ).

Таким образом, в предположении P ^ N P  NP-полные за­
дачи, для которых имеется потенциальная возможность решения 
псевдополиномиальным алгоритмом, — это задачи с числовыми 
параметрами.

Для произвольной задачи распознавания П и полинома р 
(с целыми коэффициентами) обозначим через Пр подзадачу, 
получаемую из П рассмотрением только тех индивидуальных 
задач /, для которых выполнено соотношение М ах[/] ^
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^  р (Length [/]). Задача Пр, таким образом, не является зада- 
чей с числовыми параметрами. Кроме того, если задача П 
разрешима псевдополиномиальным алгоритмом, то Пр должна 
быть разрешима полиномиальным алгоритмом. Если задано 
входное слово х, то достаточно проверить, что х кодирует инди­
видуальную задачу /, для которой Мах [/] <  р (Length [/]), и 
если это так, то применить к /  псевдополиномиальный алго­
ритм решения задачи П. В силу сделанных предположений, ве­
личины Мах[/] и Length [/] могут быть вычислены за полино­
миальное время, поэтому требуемое неравенство может быть 
проверено за полиномиальное время. По определению псевдо- 
полиномиального алгоритма для задачи П, он будет полино­
миальным для тех индивидуальных задач из П, для которых 
выполняется указанное неравенство. Эти соображения приводят 
нас к следующему определению.

Задачу П назовем NP-полной в сильном смысле, если П при­
надлежит NP и существует такой полином р с целыми коэф­
фициентами, что задача Пр является NP-полной. В частности, 
если задача П NP-полна и не является задачей с числовыми па­
раметрами, то задача П автоматически NP-полна в сильном 
смысле.

Таким образом, получаем обобщение замечания 4.1.
Замечание 4.2. Если задача П NP-полна в сильном смысле, 

то она не может быть решена псевдополиномиальным алгорит­
мом {если Р ф  NP).

Благодаря этому замечанию мы получаем средства для при­
менения теории NP-полноты к вопросам существования псевдо- 
полиномиальных алгоритмов. Задача РАЗБИЕНИЕ не может 
быть NP-полной в сильном смысле, поскольку, как нам уже из­
вестно, она может быть решена псевдополиномиальным алго­
ритмом. Однако у нас еще не было примеров задач с числовыми 
параметрами, NP-полных в сильном смысле. Этот пробел будет 
восполнен в следующем разделе, в котором будет показано, как 
можно получать результаты о сильной NP-полноте.

4.2.2. Доказательство результатов о сильной NP-полноте
Наиболее прямой путь доказательства сильной NP-полноты 

задачи П с числовыми параметрами заключается просто в до­
казательстве того, что для некоторого конкретного полинома р 
задача Пр является NP-полной. Например, задача КОММИВОЯ­
Ж ЕР (КМ), определенная в разд. 2.1, представляет собой задачу 
с числовыми параметрами, поскольку ни расстояния между горо­
дами d (i,j) ,  ни граница В в ней не ограничены. Мы доказали 
NP-полноту задачи КМ, сведя к ней задачу ГАМИЛЬТОНОВ
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ЦИКЛ. Более того, при этом сведении получаются только 
такие индивидуальные задачи из КМ, в которых расстояния 
между городами равны либо 1, либо 2, а граница В равна числу 
городов т. Таким образом, если взять в качестве Мах[/] мак­
симум из границы В  и наибольшего расстояния между города­
ми и положить

Length [/] =  т +  Hoga В 1 +  £  Hoga d (t, /Л ,
i.i

то все индивидуальные задачи, получаемые в описанной выше 
сводимости, будут удовлетворять ограничению

Мах [/] ^  Length [/].

Другими словами, эта сводимость фактически показывает, что 
подзадача задачи КМ, состоящая из всех индивидуальных за­
дач, для которых выполняется указанное неравенство, сама яв­
ляется NP-полной. Отсюда следует, что задача КОММИВОЯ­
Ж ЕР NP-полна в сильном смысле.

В противоположность рассмотренному примеру доказатель­
ства NP-полноты задач РЮКЗАК, РАСПИСАНИЕ ДЛЯ МУЛЬ­
ТИПРОЦЕССОРНОЙ СИСТЕМЫ и УПОРЯДОЧЕНИЕ ВНУ­
ТРИ ИНТЕРВАЛОВ, приведенных в разд. 3.2, оставляют откры­
тым вопрос о возможности решения перечисленных задач 
псевдополиномиальными алгоритмами. Оказывается, что задачу 
РЮКЗАК можно решить за псевдополиномиальное время с по­
мощью метода динамического программирования. Этот метод, 
аналогичный методу, использовавшемуся при решении задачи 
РАЗБИЕНИЕ, изложен в работе [98]. Все известные нам ал­
горитмы с псевдополиномиальным временем работы основаны 
на этом методе. Примеры использования этого метода читатель 
может найти в работах [221, 328, 332, 465].

Задачи РАСПИСАНИЕ ДЛЯ МУЛЬТИПРОЦЕССОРНОЙ 
СИСТЕМЫ и УПОРЯДОЧЕНИЕ ВНУТРИ ИНТЕРВАЛОВ, 
напротив, NP-полны в сильном смысле. Для доказательства 
этого утверждения полезно иметь задачу с числовыми парамет­
рами, NP-полную в сильном смысле и в определенном отноше­
нии “более числовую", чем любая из задач, рассмотренных до 
сих пор. Этой задачей будет седьмая “основная” NP-полная 
задача З-РАЗБИЕНИЕ, определяемая следующим образом:

З-РАЗБИЕНИЕ
УСЛОВИЕ. Заданы множество А, состоящее из З т  элементов, 
граница B e Z +  и “размеры” s ( u ) e Z + всех элементов, a s  А, 
причем й/4 <  s(a] <  В/2 и £  s(a) — mB.

а е А
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ВОПРОС. Можно ли А так разбить на m непересекающихся 
подмножеств Si, S2, Sm, что для 1 < / < т  £  s (a )=  В.

a e S t
(Отметим, что указанные в условии ограничения на размеры 
элементов приводят к тому, что каждое из множеств Si должно 
содержать ровно три элемента из множества А.)

Мы будем доказывать сильную NP-полноту задачи З-РАЗ- 
БИЕНИЕ в два этапа. Вначале докажем, что близкая к ней за­
дача 4-РАЗБИЕНИЕ NP-полна в сильном смысле. Задача 
4-РАЗБИЕНИЕ формулируется точно так же, как задача 
З-РАЗБИЕНИЕ, с той лишь разницей, что А содержит 4m эле­
ментов, а каждый размер s(a)  должен подчиняться условию 
5 /5  >  s (a ) <  5 /3 . Отсюда следует, что каждое множество 
искомого разбиения будет содержать ровно четыре элемента.

Теорема 4.3. Задача 4-РАЗБИЕНИЕ NP-полна в сильном 
смысле.

Доказательство. Поскольку за полиномиальное время легко 
проверить, что заданное разбиение множества А удовлетворяет 
необходимым требованиям, то легко видеть, что задача 4-РАЗ­
БИЕНИЕ лежит в классе NP. Сведем задачу ТРЕХМЕРНОЕ 
СОЧЕТАНИЕ (3-С) к ограниченной версии задачи 4-РАЗБИЕ­
НИЕ, в которой размеры всех элементов ограничены полиномом 
от общего числа элементов и, следовательно, полиномом от 
Length[/]. В частности, положив Мах[I] равным max{s(a): 
a s  А), мы увидим, что задача 4-РАЗБИЕНИЕ NP-полна даже 
в том случае, если ограничиться индивидуальными задачами, 
такими, что Мах[/] ^ 2 ,6|А |4.

Пусть W =  {о>1, ш2, . . . ,  wq}, X =  {х\ х2, х3.........х„}, У =
=  {уь Уг, • • •. Уч) и М = И 7 Х * Х У  определяют произвольную 
индивидуальную задачу из 3-С. Не ограничивая общности, мож­
но считать, что | М | ^  q. В соответствующей индивидуальной 
задаче из 4-РАЗБИЕНИЕ множество А будет иметь 4|Af| эле­
ментов, по одному для каждого вхождения элемента множества 
W U X U У в тройку из М и по одному элементу для каждой 
тройки из М.

Элементы, соответствующие фиксированному г е  W U X  U Y
обозначим через z[ l ] ,  z[2 ]........ z[W (z)], где N (z) —  число
троек из М, в которые входит г. Назовем z[ l j  “истинным эле­
ментом, соответствующим г", а г[2],  . . . ,  z[W(z)] — “фиктив­
ными элементами, соответствующими г”. Размеры этих элемен­
тов зависят от того, какому множеству— W, X или У — принад­
лежит z, а также от номера элемента г в соответствующем 
множестве. Веса определяются следующим образом (г принято
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равным 32q):

s(® <UJ)= 10r4 +  / r - f  1,
s(w{ [/]) =  l l r 4 +  t> +  1 , 
s(xJll])=10r* +  /ra +  2, 
s(Xj [/]) =  11л4 +  if2 +  2,
s (#* П ]) —  10r4 +  kr3 +  4, 
s(yk [l]) =  8r' +  kr3 +  4,

1 < г < ? ;
1 < г  < ? ,  2 < /< Л Г (ш ,);
K K ? ;
1 < / < < / ,  2  < / < # ( * / ) ;
1 << 7 ;
1 < A < ? ,  2  < /< # (* /* ) •

Единственный элемент, соответствующий каждой тройке 
mi =  (wi, Xj, ук) ^  М, обозначается через щ, а его размер зависит 
от индексов элементов тройки следующим образом:

s (и,) =  Юг4 — kr3 — / > 2 — ir +  8 .
Заметим, что если прибавить к s(ui) размеры трех элементов, 
соответствующих Wi, х / и у  к, то результатом будет 40г4 +  15 
всякий раз, когда все три элемента “истинные” или когда все 
они “фиктивные”. Возьмем это число в качестве границы В, 
т. е. положим

В =  40г4 +  15.
Нетрудно проверить, что описанная выше сводимость поли­

номиальна, размеры всех элементов лежат строго между В/ 3 
и В/Ъ, а также что сумма размеров всех элементов, как и тре­
буется, равна |Л!|-В. Более того, заметим, что размер каждого 
элемента ограничен сверху величиной

1 2 г4 < 1 2 - 8 4 |Л |4 < 2 16|Л |4.
Поэтому для доказательства сильной NP-полноты задачи 4-РАЗ­
БИЕНИЕ достаточно показать, что искомое 4-разбиение суще­
ствует тогда и только тогда, когда М содержит трехмерное со­
четание.

Предположим вначале, что имеется трехмерное сочетание 
M 's M .  Соответствующее 4-разбиение образуется из |М | под­
множеств, каждое из которых содержит 4 элемента (сокращен­
но 4-подмножеств)— один вида щ, один вида ш /[-], один вида 
*/[•] и один вида ук[-]у где (wi, х/, у к) =  mi е  М. Если пц е  
еЛ 1 ', то группируем щ с элементами а><[1], х/[1] и р*[1]. Если 

то группируем щ с “фиктивными” элементами, 
соответствующими wi, Xj и у*. Нетрудно видеть, что в нашем 
распоряжении имеется достаточно фиктивных элементов и такую 
группировку можно осуществить. В силу сделанных выше за­
мечаний, сумма размеров элементов в каждом из образованных 
множеств в точности равна В. В результате получается искомое 
4-разбиение.
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Предположим теперь, что задано 4-разбиение нужного вида. 
Рассмотрим любое 4-множество из этого 4-разбиения. Рассмат­
ривая последовательно вычеты суммы размеров элементов этого 
множества по модулям г, г2, г3, г4 и г5, покажем, что это 4-мно- 
жество должно содержать по одному элементу, соответствую­
щему каждой из составляющих тройки, причем все три элемен­
та одновременно являются или “истинными” или “фиктивными”.

Поскольку г 4-8 =  32, то сумма вычетов по модулю г раз­
меров элементов, входящих в 4-множество, будет равна вычету 
по модулю г суммы этих элементов и, следовательно, равна 
В (mod г) = 1 5 . Для того чтобы сумма вычетов по модулю г 
размеров элементов, входящих в 4-множество, равнялась 15, 
имеется единственная возможность: 4-множество содержит по 
одному элементу, отвечающему некоторому элементу множеств 
W, X  и У соответственно, а также один элемент, отвечающий 
некоторой тройке из М. Пусть wi, X/ и у*, обозначают соответ­
ствующие элементы множеств W, X  и Y, a ml — {wi,, х^, у к,) 
обозначает соответствующую тройку из М. Тогда вычет рас­
сматриваемой суммы размеров элементов по модулю г2 должен 
быть равен ((t — i ')г -j- 15) (mod г2), а поскольку ( i— i ')r - \-  
+  15 <  г2, то должно иметь место равенство

В (mod г2) =  15 =  (/ -  /') г +  15.

Отсюда следует, что i =  i'. Аналогично, поскольку ( / — j')r2 -\- 
+  15 <  г3, то должно выполняться равенство

В (mod г3) =  15 =  (/ -  /') г2 +  15.

Отсюда следует, что /  =  а поскольку (k — k ')r3 +  15 <  г4, 
то должно иметь место равенство

В (mod г4) =  15 =  (k -  k') г3 +  15

и, значит, k =  k'. Таким образом, на самом деле Wi, х/ и уь—■ 
элементы, входящие в тройку mi, и коээфициент при г* в сумме 
размеров элементов равен сумме коэффициентов при г4 каждого 
из слагаемых. Эти коэффициенты были выбраны нами так, что 
их сумма равна 40 только в том случае, когда все три элемента 
одновременно “истинные” или “фиктивные”.

Таким образом, в q из наших 4-множеств должно содер­
жаться 3q “истинных” элементов, по одному для каждого эле­
мента из множества W U X  U У, а каждое из 4-множеств состоит 
из одного элемента, соответствующего тройке из М, и трех 
“истинных” элементов, соответствующих этой тройке. Следова­
тельно, эти q троек из М образуют искомое трехмерное соче­
тание. ■
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Теорема, 4.4. Задача З-РАЗБИЕНИЕ NP-полна в сильном 
смысле.

Доказательство. Нетрудно видеть, что задача З-РАЗБИЕ- 
НИЕ принадлежит классу NP. Сведем к задаче З-РАЗБИЕНИЕ 
подзадачу задачи 4-РАЗБИЕНИЕ, составленную из индивиду­
альных задач, для которых

max [s (а): а е  А] ^  2161 А I4;

при этом сохраняется ограниченность размеров элементов по­
линомом от общего числа элементов.

Пусть А — {аь аг, . . . .  а 4*}> граница В и размеры s(a) эле­
ментов (для которых выполнены неравенства B / 5 < s ( a ) <  
<  В /3 и s(a) sg: 2 16 |А |4) задают произвольную индивидуаль­
ную задачу 4-РАЗБИЕНИЕ. Соответствующая индивидуальная 
задача из З-РАЗБИЕНИЕ будет содержать 24п2 — 3п элементов, 
по одному для каждого элемента А, по два элемента для ка­
ждой пары элементов из А и 8 п2 — 3п “заполняющих” эле­
ментов.

Каждому отдельному элементу at е  А сопоставим “регуляр­
ный” элемент Wt, размер определяется равенством

s' (wt) — 4 (5В -f  s (а,)) +  1,

где s ' ( - ) — функция размера в конструируемой индивидуальной 
задаче из З-РАЗБИЕНИЕ. Паре элементов а,, а/ е  А соответ­
ствуют два “спаривающих” элемента u [ i,}] и H[i,j], размеры 
которых определяются так:

s' (и [/, Я )=  4 (6 В s (at) — s (а;)) +  2 , 
s ' (й (i, Я) =  4 (5В +  s (at) - f  s (а,)) +  2.

Наконец, для 1 ^ 6 ^ 8 я 2 ^-3я  имеется „заполняющий" элемент 
и\ размера s' (и*) =  20В. В качестве границы В' для конструи­
руемой индивидуальной задачи З-РАЗБИЕНИЕ возьмем 64В -f 4.

Опять-таки читателю нетрудно будет убедиться в том, что 
эта сводимость является полиномиальной, а также, что раз­
меры всех элементов заключены строго между В ' / 4 =  16В -f 1 
и В ' / 2  =  32В +  2 и что Сумма размеров всех элементов равна 
(2 п2— п)В '. Более того, поскольку размеры элементов множе­
ства А ограничены величиной 2 16 |А |4, то размеры элементов 
получаемой индивидуальной задачи З-РАЗБИЕНИЕ также бу­
дут ограничены полиномом от |А |, и, следовательно, полино­
мом от числа элементов задачи Г, и, значит, полиномом от 
Length [/]. Таким образом, чтобы закончить доказательство 
NP-полноты в сильном смысле задачи З-РАЗБИЕНИЕ, доста­
точно показать, что в построенной индивидуальной задаче I'
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3-разбиение существует тогда и только тогда, когда в исходной 
индивидуальной задаче существует 4-разбиение.

Вначале предположим, что для исходной индивидуальной 
задачи имеется 4-разбиение. Соответствующее 3-разбиение 
строится следующим образом. Каждое из 4-множеств {а/, а/, а*, 
а/} разбиваем произвольно на два 2 -множества, скажем на 
{а,, а/} и {а*, at). Тогда искомое 3-разбиение будет содержать 
два 3-множества {дог, до/, и [/, /]} и {до*, wi, H[i, /]}. (Заметим, 
что можно было бы использовать й [k, /] вместо и [г, /] и и [k, /] 
вместо й[/, /].) Сумма размеров элементов каждого 3-множе­
ства будет равна В', поскольку s ( a / ) + s ( a / )  + s ( a * ) - f  s(a/) — 
=  В. Выполняя эту процедуру для каждого из п заданных 
2-множеств, получим 2п 3-множеств, содержащих все “регуляр­
ные” элементы и п связанных пар, состоящих из “спаривающих" 
элементов. После этого остаются свободными 8 п2 — 3п связан­
ных пар “спаривающих” элементов и 8 п2 — 3п “заполняющих” 
элементов. Поскольку сумма размеров двух связанных “спари­
вающих” элементов равна 44В -+- 4 =  В — 20В, то каждая та­
кая связанная пара может быть сгруппирована с одним из 
оставшихся “заполняющих” элементов, в результате чего по­
лучается 3-разбиение.

Предположим теперь, что для построенной индивидуальной 
задачи имеется 3-разбиение. Из рассмотрения вычетов разме­
ров элементов по модулю 4 получаем, что ни одно из 3-мно­
жеств не может содержать нечетное число “регулярных” 
элементов, ни одно из 3-множеств не может содержать три “спа­
ривающих” элемента и ни одно из 3-множеств не может содер­
жать два “регулярных” и один “заполняющий” элемент. Отсюда 
следует, что заданное 3-разбиение включает 2п 3-множеств, ка­
ждое из которых содержит два “регулярных” и один “спари­
вающий” элемент, а также 8 п2 — 3п 3-множества, каждое из 
которых содержит два “спаривающих” и один “заполняющий” 
элемент.

Рассмотрим любое из 3-множеств последнего типа. Пусть 
и [i, /] (или й [k, /]) является одним из двух “спаривающих" эле­
ментов этого множества. Если другой спаривающий элемент 
m [ s , *] этого множества отличен от tZ[t, /] (или u[k, /]), то 
u[s, t) должен иметь тот же размер, что и « [/,/] , и поэтому 
элементы и [s, t\ к й [t, /] можно поменять местами, чтобы по­
лучилось эквивалентное 3-разбиение. Эту операцию можно по­
вторять до тех пор, пока не получится 3-разбиение, в котором 
каждый “заполняющий” элемент окажется в одном 3-множестве 
со связанной парой u[i,j) и « [/,/] . Таким образом, оставшиеся 
“спаривающие” элементы, входящие совместно с регулярными 
элементами в одно из множеств 3-разбиения, также разбиваются 
на пары В результате этого 3-множества, содержащие
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“регулярные” элементы, разбиваются на п пар. Поскольку два 
“спаривающих” элемента в каждой такой паре 3-множеств ока­
зываются связанными, сумма их размеров равна 44В +  4, следо­
вательно, сумма четырех “регулярных” элементов, входящих 
в эти два 3-множества, должна быть равна 84В +  4. Отсюда 
следует, что соответствующие четыре элемента множества А 
образуют 4-множество, сумма размеров элементов которого рав­
на В. Следовательно, п пар рассматриваемых 3-множеств по­
рождают искомое 4-разбиение. В

Заметим, что если эту сводимость рассматривать как сво­
димость общей задачи 4-РАЗБИЕНИЕ к задаче З-РАЗБИЕ- 
НИЕ, то она не доказывала бы сильную NP-полноту задачи
3- РАЗБИЕНИЕ. Чтобы получить результат о сильной NP-пол- 
ноте, необходимо рассмотреть NP-полную подзадачу задачи
4- РАЗБИЕНИЕ, в которой величина max{s(a)} ограничена 
полиномом. Однако легко понять, что конкретный вид полинома 
в оценке несуществен. На самом деле было бы удобнее, если 
бы у нас была возможность оперировать со сводимостями по­
добного типа без необходимости вдаваться в детали подзадач 
и конкретных полиномов. Этого можно достичь с помощью 
определения и леммы, приводимых ниже.

Пусть П и П '— произвольные задачи распознавания; Dп 
и Du- — множества их индивидуальных задач; Уп и Уш — мно­
жества индивидуальных задач с ответом “да”; Max, Length, 
Max' и Length' — соответствующие функции максимума и дли­
ны записи. Говорят, что задача П псевдополиномиально сво­
дится к задаче П', если существует функция f : D n-*D n - обла­
дающая следующими свойствами:

(а )  д л я  лю бого /  е  D , / е У тогда и только тогда, когда 
/ ( / ) е У щ ;

(б) функция f может быть вычислена за время, ограниченное 
полиномом от двух переменных Мах[/] и Length [/];

(в) существует такой полином qi, что для всех /  е  Dn имеет 
место неравенство

qi (Length' [/ (/)]) >  Length (/);

(г) существует такой полином <72 от двух переменных, что для 
всех / е  D n выполнено неравенство

Мах' [/ (/)] <  (72 (Мах [/], Length [/]).

Говорят также, что функция, обладающая перечисленными 
свойствами, реализует псевдополиномиальную сводимость П 
к П'.
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Лемма 4.1. Если П — NP-полная в сильном смысле задача, 
IT е  NP и П псевдополиномиально сводится к П', то IT — 
NP-яоляая в сильном смысле задача.

Доказательство. Пусть / — функция, реализующая псевдопо- 
линомиальную сводимость, q\ и q2 — соответствующие полиномы, 
описанные выше. Без потери общности можно предполагать, что 
q\ и <72 — полиномы с целыми положительными коэффициентами, 
ибо эти полиномы можно привести к такому виду, не уменьшая 
принимаемых ими значений. Поскольку задача П NP-полна в 
сильном смысле, то существует такой полином р, ^то задача Пр 
является NP-полной. Более того, р можно выбрать так, что у 
него будут только целые неотрицательные коэффициенты, по­
скольку если ро — любой полином с целыми коэффициентами, 
для которого при всех х выполняется неравенство р о (х )^  р(х), 
то задача ПРо будет содержать все индивидуальные задачи из 
Пр, и, следовательно, задача ПРо будет NP-полной, если Пр была 
NP-полной. Определим полином р следующим образом:

p{x) =  q2(p{qx(x)), qt (х)).

Мы утверждаем, что функция /, будучи ограниченной на инди­
видуальные задачи из Пр, осуществляет полиномиальное сведе­
ние задачи Пр к задаче Пр, что доказывает NP-полноту задачи 
Пр. Проверим вначале, что любая индивидуальная задача /  из 
Пр при отображении / переходит в индивидуальную задачу из 
Пр. По определению задачи Пр и неравенств, которым удовле­
творяют многочлены q\ и <72, получаем, что для каждой инди­
видуальной задачи /  из Пр имеют место неравенства

Мах' [/ (/)] <  <72 (Мах [/], Length [/]) ^
<  </2 (р (Length [/]), Length [/]) <
<  <72 (р (<7i (Length' [/ (/)])), <7, (Length' [/ (/)])) =
=  /) (Length' [/(/)]).

Таким образом, индивидуальная задача /( /)  принадлежит за­
даче Пр. Из условий (а) и (б) определения псевдополиноми- 
альной сводимости и того факта, что для любой индивидуаль­
ной задачи /  из Пр выполнено неравенство Мах [/] ^  
^  р (Length [/]), немедленно следует, что / удовлетворяет всем 
необходимым требованиям и реализует полиномиальную своди­
мость. Следовательно, задача П£ NP-полна, откуда следует 
сильная NP-полнота задачи П'.

Эта лемма освобождает нас от необходимости иметь дело 
с конкретными подзадачами ПР при доказательстве результатов
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о сильной NP-полноте, что представляет собой большое 
удобство, поскольку мы редко интересуемся конкретным видом 
соответствующего полинома. Однако сложное определение псев- 
дополиномиальной сводимости может показаться труднопреодо­
лимым препятствием при использовании этого подхода. В дей­
ствительности оно не столь сложно, как кажется. Условие (а) 
совпадает с одним из условий определения обычной полиноми­
альной сводимости. Условие (б) почти совпадает со вторым 
условием, однако оставляет нам несколько больше свободы при 
выборе сложности сводящей функции. Условие (в) будет вы­
полнено почти для всех сводимостей, исключая самые экзоти­
ческие, поскольку требуется лишь, чтобы сводимость не приво­
дила к значительному уменьшению длины входа. Наиболее 
важным условием определения является условие (г), назначе­
ние которого заключается в том, чтобы величина наибольшего 
числа в конструируемой индивидуальной задаче не росла экспо­
ненциально в зависимости от функций Мах и Length исходной 
индивидуальной задачи.

Например, конструкцию, которой мы пользовались для до­
казательства теоремы 4.4, можно рассматривать как псевдопо- 
линомиальное сведение задачи 4-РАЗБИВАНИЕ к задаче 
З-РАЗБИЕНИЕ. Последняя задача заслужила название седь­
мой “основной NP-полной задачи” в связи с тем, что она легко 
может быть псевдополиномиально сведена к другим задачам. 
Например, можно воспользоваться такой сводимостью для до­
казательства сильной NP-полноты задачи УПОРЯДОЧЕНИЕ 
ВНУТРИ ИНТЕРВАЛОВ, NP-полнота которой была доказана 
в разд. 3.2.2.

Теорема, 4.5. Задача УПОРЯДОЧЕНИЕ ВНУТРИ ИНТЕР­
ВАЛОВ NP-полна в сильном смысле.

Доказательство. Напомним, что в условии этой задачи дано 
множество заданий Т, длительность l ( / ) e Z + каждого задания 
/ е  Т и временной интервал [r(Z), d (0 ] ,  в пределах которого 
оно должно быть выполнено. Спрашивается, можно ли так упо­
рядочить задания, чтобы были удовлетворены все условия и 
в каждый момент времени в процессе выполнения находилось 
только одно задание. В разд. 3.2.2 было доказано, что эта за­
дача NP-полна и, следовательно, принадлежит классу NP. 
Построим псевдополиномиальное сведение задачи З-РАЗБИЕ­
НИЕ к задаче УПОРЯДОЧЕНИЕ ВНУТРИ ИНТЕРВА­
ЛОВ.

Пусть А = { а  1, а2, . . . ,  а3т}, В е= Z+ и s (a i) , s (a 2), . . .  
. . . ,  s(a 3m) определяет произвольную задачу из З-РАЗБИЕНИЕ. 
Соответствующая индивидуальная задача из УПОРЯДОЧЕНИЕ
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ВНУТРИ ИНТЕРВАЛОВ определяется следующим образом: 
Т =  Л11{^: 1 <  / <  т}\

если t — ti, 1 

если / — at е  А;
— ti, 1 <  / <  щ;

т = \ 1’ е<
I s{at),

г щ = { iB +  i — l, если / =  th 
\  0, если / = а /  е  Л;

d{t) ч iB +  i, если t =  tt, 1 ^ t < m ;  
тВ - f  m — 1, если t — at ^ A .

Эта сводимость, очевидно, может быть выполнена за поли­
номиальное время только по отношению к длине записи исход­
ной информации, а длина индивидуальных задач, получаемых 
при таком сведении, полиномиально эквивалентна длине исход­
ных задач. Таким образом, условия (б) и (в) из определения

В в В

h h •  •  • fm- 1
О В Я+1 2Й+1 7В+2 тВ+т~1

Рис. 4.9. Вид последовательности, необходимый для того, чтобы были вы­
полнены все ограничения индивидуальной задачи из УПОРЯДОЧЕНИЕ 
ВНУТРИ ИНТЕРВАЛОВ, получаемой из индивидуальной задачи З-РАЗ- 

БИЕНИЕ в доказательстве теоремы 4.5.

полиномиальной сводимости выполняются. Более того, наиболь­
шее число в построенной индивидуальной задаче равно тВ -f 
+  т — 1, поэтому выполняется также условие (г). Остается 
только показать, как в обычных доказательствах NP-полноты, 
что выполнено условие (а).

В любой последовательности заданий, удовлетворяющей пе­
речисленным выше условиям, задание U, 1 ^  i <  т, должно 
выполняться в промежутке времени от iB +  i — 1 до iB +  1, как 
указано на рис. 4.9. При этом остается т отдельных блоков 
времени продолжительностью В каждый, но поскольку времени 
в этих блоках ровно столько, чтобы можно было успеть выпол­
нить все задания, то все эти блоки должны быть заполнены 
полностью. Следовательно, эти блоки играют ту же роль, что 
и множества Si, 5г, . . . ,  Sm в искомом разбиении множества А 
Отсюда вытекает, что искомая последовательность существует 
тогда и только тогда, когда существует искомое разбиение в 
исходной индивидуальной задаче из З-РАЗБИЕНИЕ.

Условие (а), следовательно, также выполняется, и мы дей­
ствительно получаем псевдополиномиальную сводимость задачи
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З-РАЗБИЕНИЕ к задаче УПОРЯДОЧЕНИЕ ВНУТРИ ИНТЕР­
ВАЛОВ. По лемме 4.1 отсюда следует, что последняя задача 
NP-полна в сильном смысле. В

В качестве упражнения читателю можно предложить по­
строить аналогичное сведение задачи З-РАЗБИЕНИЕ к задаче 
РАСПИСАНИЕ ДЛЯ МУЛЬТИПРОЦЕССОРНОЙ СИСТЕМЫ, 
определенной в разд. 3.2.1. В наших списках NP-полных задач 
имеется большое число других задач, сильная NP-полнота ко­
торых доказывается сравнительно несложно, небольшой моди­
фикацией приведенных ранее доказательств посредством замены 
в них задачи РАЗБИЕНИЕ задачей З-РАЗБИЕНИЕ. Простота 
выполнения соответствующих модификаций указывает на полез­
ность задачи З-РАЗБИЕНИЕ.

Настоящий раздел мы закончим примером того, как псевдо- 
полиномиальная сводимость задачи З-РАЗБИЕНИЕ может быть 
использована для доказательства NP-полноты задачи, не являю­
щейся задачей с числовыми параметрами. В действительности 
эта задача вообще не будет содержать числовых параметров!

Напомним формулировку задачи ИЗОМОРФИЗМ ПОДГРА­
ФУ из разд. 2.1: “Заданы два графа С? и Я, верно ли, что Н 
изоморфен некоторому подграфу графа G?” В разд. 3.2.1 мы 
доказали NP-полноту этой задачи, указав, что она содержит 
в качестве частного случая задачу КЛИКА. Однако имеется 
одна важная подзадача задачи ИЗОМОРФИЗМ ПОДГРАФУ, 
принадлежность которой классу Р уже установлена. Это задача 
ИЗОМОРФИЗМ ПОДДЕРЕВУ. В ней требуется, чтобы G и Н 
были деревьями (дерево — это связный граф, не содержащий 
циклов). Полиномиальный алгоритм решения этой задачи был 
получен Эдмондсом и Матулой [111] (см. также [449]).

Исходя из нашей методологии, состоящей в возможно боль­
шем сужении пограничной области между трудными и легкими 
подзадачами NP-полной задачи, можно сформулировать сле­
дующий вопрос: “Что будет, если потребовать, чтобы только 
один из графов G или Н был деревом?” В одном случае ответ 
очевиден. Вариант задачи ИЗОМОРФИЗМ ПОДГРАФУ, в ко­
тором требуется, чтобы G был деревом, содержит в качестве 
подзадачи задачу ГАМИЛЬТОНОВ ПУТЬ и тем самым являет­
ся NP-полным. Вариант, в котором требуется, чтобы Н было 
деревом, более интересен. В этом случае нам известно, что если 
граф Н не ацикличен (ацикличный — означает, не содержит 
циклов), то Н не может быть подграфом графа G, но отсюда 
отйюдь не следует, что граф Н должен быть деревом (посколь­
ку Н может оказаться несвязным). В общем случае ацикличный 
граф называется лесом, при этом связные леса я в л я ю тс я  де­
ревьями (рис. 4.10).
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Назовем подзадачу задачи ИЗОМОРФИЗМ ПОДГРАФУ, в 
которой G — дерево, а Н — лес, задачей ИЗОМОРФИЗМ ПОД­
ЛЕСУ. Несмотря на то, что последняя задача аналогична за-

Рис. 4.10. Примеры произвольного графа G, леса F и дерева Г. Граф G 
не есть лес, а лес F не есть дерево. Лес F не есть подлее дерева Т, но 
каждое дерево из F есть поддерево дерева Г (граф — Graph, лес — Forest,

дерево — Tree).

даче ИЗОМОРФИЗМ ПОДДЕРЕВУ, справедлива следующая 
теорема.

Теоремд 4.6. Задача ИЗОМОРФИЗМ ПОДЛЕСУ является 
NP-лолкой.

Доказательство. Принадлежность рассматриваемой задачи 
классу NP следует из аналогичного результата для задачи 
ИЗОМОРФИЗМ ПОДГРАФУ. Укажем псевдополиномиальное 
сведение задачи З-РАЗБИЕНИЕ к задаче ИЗОМОРФИЗМ 
ПОДЛЕСУ. В силу леммы 4.1 отсюда будет следовать утвер­
ждение теоремы.

Пусть А = { а  1, а2, . . . .  am}, B e Z +  и s (a i) , s (a 2), . . .  
. . . .  s ( f l j , ) e Z + определяет произвольную индивидуальную за­
дачу из З-РАЗБИЕНИЕ. Соответствующая индивидуальная за­
дача из ИЗОМОРФИЗМ ПОДЛЕСУ представлена на рис. 4.11.

Дерево G состоит из т цепей, по В +  1 вершин в каждой, 
концы которых соединены с дополнительной общей вершиной. 
Лес Н состоит из 3т +  1 дерева, в их число входит одна “звез­
да”, содержащая т +  1 вершину и З т  цепей, каждая из кото­
рых соответствует конкретному элементу а е Д  и имеет s(a) 
вершин.

Любой изоморфизм графа И с подграфом графа G должен 
отображать центр звезды в единственную вершину высокой 
степени графа G 1). Все т вершин, соседних с центром звезды 
из Н, должны, следовательно, отображаться в вершины графа G,

1) Это утверждение верно только при т >  2. Прв m ^  2 сводимость 
модифицируется очевидным образом. — Прим. ред.

G F Т
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соседние этой вершине. При этом в графе G остаются свобод­
ными m цепей (причем каждая состоит из В вершин), в кото­
рые при изоморфизме должны отобразиться оставшиеся 3пг це­
пей графа Н. Отображение этих цепей графа Н в оставшиеся 
свободными цепи графа G соответствует разбиению множества 
А на пг подмножеств и, согласно нашей конструкции, может 
быть осуществлено тогда и только тогда, когда сумма размеров

„Заезда"

i-я цепь 
имеет sia^ 
Вершин

Рис. 4.11. Дерево G и лес Н, соответствующие индивидуальной задаче 
З-РАЗБИЕНИЕ в доказательстве теоремы 4.6.

элементов каждого множества равна В. Таким образом, иско­
мый изоморфизм графа Н с подграфом графа G существует 
тогда и только тогда, когда существует искомое 3-разбиение 
множества А.

Отсюда следует, что выполнено условие (а) определения 
псевдополиномиальной сводимости. Легко видеть, что эта сво­
димость может быть осуществлена за полиномиальное время 
по отношению к т и В, так что условие (б) также выполнено. 
Общее число вершин в графах G и Н одинаково и равно 
2 ( т В + 1 ) ,  так что выполнено и условие (в). Наконец, в кон­
струируемой индивидуальной задаче числовые параметры от­
сутствуют, поэтому и условие (г) выполняется. Следовательно, 
по лемме 4.1 задача ИЗОМОРФИЗМ ПОДЛЕСУ NP-полна в 
сильном смысле, откуда следует, что она NP-полна в обычном 
смысле, что и требовалось доказать.

4.3. ВРЕМЕННАЯ СЛОЖНОСТЬ КАК ФУНКЦИЯ 
НАТУРАЛЬНЫХ ПАРАМЕТРОВ

До сих пор в настоящей главе изучение подзадач мотивиро­
валось в основном тем, что на практике истинной нашей целью 
является решение подзадачи, а не самой общей задачи. Зная

• • • •

i i i - i l

В+1 
Вершин

т цепей 
G

т бершин 

:!| 1
1 0

Зт цепей

Н
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очертания пограничной области между NP-полными и полино­
миально разрешимыми подзадачами, при возникновении кон­
кретной подзадачи мы оказываемся лучше подготовленными к 
концентрации исследований по поиску алгоритмов в наиболее 
перспективном направлении.

Результаты, полученные относительно подзадач, могут быть 
также использованы в качестве вспомогательного ориентира при 
поиске алгоритма решения общей задачи. Если общая задача 
оказывается NP-полной, то для ее решения (если P ^ N P ) ,  как 
нам известно, могут существовать только экспоненциальные ал­
горитмы, но разные алгоритмы могут быть в различной степени 
‘ экспоненциальными”, и одни могут оказаться для нас пред­
почтительнее других. Это особенно очевидно для практических 
задач, когда временная сложность выражается в терминах есте­
ственных параметров задачи, а не в терминах искусственно 
созданной “длины входа”.

Рассмотрим, например, задачу РАСПИСАНИЕ ДЛЯ МУЛЬ­
ТИПРОЦЕССОРНОЙ СИСТЕМЫ из разд. 3.2.1. В этой задаче 
набор естественных параметров включает следующие величины: 
число заданий п, число процессоров m и длительность L самого 
продолжительного задания. Обычный результат об NP-полноте 
этой задачи, полученный в разд. 3.2.1, утверждает, что если 
Р Ф  NP, то задача РАСПИСАНИЕ ДЛЯ МУЛЬТИПРОЦЕС­
СОРНОЙ СИСТЕМЫ не может быть решена за время, огра­
ниченное полиномом от трех параметров: п, m и logL. Однако 
можно задаться вопросом: “Существует ли алгоритм, времен­
ная сложность которого ограничена полиномом от т" и log L, 
или полиномом от пт и log L, или полиномом от п, т  и L, или 
даже полиномом от (nL)m?

Полученные нами результаты о сложности подзадач проли­
вают некоторый свет на эти вопросы. Исходный результат об 
NP-полноте задачи РАСПИСАНИЕ ДЛЯ МУЛЬТИПРОЦЕС­
СОРНОЙ СИСТЕМЫ показывает в действительности, что под­
задача, в которой т ограничено числом 2, является NP-полной. 
По этой причине (если Р Ф  NP) для решения задачи не может 
существовать алгоритма, временная сложность которого огра­
ничена полиномом от пт и log L, поскольку для указанной 
подзадачи этот алгоритм был бы полиномиальным. Получен­
ные нами результаты не исключают существование алгоритма, 
временная сложность которого была бы ограничена полиномом 
от тп и log L, и в действительности алгоритмы полного пере­
бора, имеющие такую временную сложность, могут быть по­
строены. Аналогичным образом сильная NP-полнота задачи 
РАСПИСАНИЕ ДЛЯ МУЛЬТИПРОЦЕССОРНОЙ СИСТЕМЫ, 
о которой говорилось в разд. 4.2.2, исключает существование 
алгоритмов, полиномиальных по п, т и L (если P^=N P).
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Однако этот результат оставляет открытым вопрос о существо­
вании алгоритма, полиномиального по (nL)m (который давал бы 
псевдополиномиальный алгоритм при каждом фиксированном 
значении т), и опять-таки можно показать, что такой алгоритм 
существует.

Таким образом, рассматривая подзадачи, возникающие из 
исходной задачи при ограничении одного или нескольких из ее 
естественных параметров, мы получаем полезную информацию о 
возможных типах алгоритмов решения общей задачи. Однако, 
чтобы обеспечить выразимость Length (/) в виде полинома от 
параметров, выбранных нами в качестве достаточных пред­
ставителей размера индивидуальной задачи, должны быть при­
няты особые меры предосторожности. (Чтобы для исходной за­
дачи класс ранее рассмотренных полиномиальных алгоритмов 
совпадал с классом алгоритмов, полиномиальных относительно 
выбранных параметров.) А в остальном можно выбирать любые 
параметры, которые представляются естественными и адекватно 
отражающими смысл задачи. Из общего результата об NP-пол- 
ноте, следовательно, будет вытекать, что задачу нельзя решить 
за время, ограниченное полиномом от всех выбранных пара­
метров, а информация, получаемая при ограничении этих па­
раметров, может иметь большое значение в связи с существо­
ванием общих алгоритмов других типов.

Хотя вопросы, касающиеся сильной NP-полноты и существо­
вания псевдополиномиальных алгоритмов, относятся в основном 
к задачам с числовыми параметрами, однако аналогичные ме­
тоды можно плодотворно применять и к другим задачам. Это 
объясняется тем, что в любой задаче имеются числовые пара­
метры, такие, как мощности множеств, значения границ и т. д. 
Например, NP-полнота задачи 3-ВЫПОЛНИМОСТЬ не допу­
скает (при условии Р ф  NP) существования для решения зада­
чи ВЫПОЛНИМОСТЬ алгоритма, временная сложность кото­
рого была бы ограничена полиномом от (пт )м (где т — число 
дизъюнкций, п — число литералов, М — максимум числа лите­
ралов в дизъюнкции). Напротив, для задачи КЛИКА суще­
ствует алгоритм с оценкой п° (где п — число вершин графа, 
D — максимальная степень вершины). Таким образом, теория 
NP-полных задач может служить ориентиром не только при по­
иске полиномиальных, но и экспоненциальных алгоритмов.



5. NP-трудные задачи

В этой главе мы завершим рассмотрение основных понятий 
и применений теории NP-полных задач. Глава состоит из двух 
частей. В первой, основной, части показано, как сфера прило­
жений этой теории может быть расширена за пределы класса 
NP при использовании сводимости задач более общего вида. 
Во второй части дается краткая историческая справка о разви­
тии теории NP-полноты и приводятся некоторые альтернатив­
ные определения и термины, получившие распространение в ли­
тературе.

5.1. С В О Д И М О С Т Ь  П О  Т Ь Ю Р И Н Г У  
И  N P - Т Р У Д Н Ы Е  З А Д А Ч И

Хотя до сих пор мы ограничивались в основном задачами из 
класса NP, очевидно, что методы, используемые для доказа­
тельства NP-полноты задач, можно также применять для уста­
новления трудности задач, лежащих вне класса NP. Пусть П — 
произвольная задача распознавания свойств, к которой сво­
дится некоторая NP-полная задача. Тогда независимо от того, 
принадлежит ли задача П классу NP или нет, она обладает тем 
свойством, что ее невозможно решить за полиномиальное время, 
если Р ф  NP. Будем говорить, что такая задача П является 
“NP-трудной”, поскольку она в некотором смысле не менее 
трудна, чем любая NP-полная задача.

Ниже будет дано более общее определение NP-трудной за­
дачи. Это объясняется тем, что определение полиномиальной 
сводимости задач можно обобщить на более широкий класс за­
дач, чем задачи распознавания, причем все они окажутся не 
менее трудными, чем NP-полные задачи, Как и в гл. 2, все 
определения будут даны и формально — в терминах языков и 
машин Тьюринга, и неформально — в терминах задач и алго­
ритмов.

Этот более общий класс задач, к которым будут применимы 
наши определения, — класс так называемых “переборных за- 
зач”, или “задач поиска”. Переборная задача П определяется 
как множество Da конечных объектов, называемых индивиду­
альными задачами, причем для каждой индивидуальной задачи 
/ е  Dn известно множество 5п[/] конечных объектов, называе­
мых решениями задачи /. Будем говорить, что алгоритм решает



140 S. № -трудные задача

переборную задачу П, если, получив в качестве входа произволь­
ную индивидуальную задачу /  е  Dn, этот алгоритм выдает от­
вет “нет”, если 5ц[/] пусто, и вырабатывает некоторое решение 
а е  Sn [/] в противном случае.

Например, множество решений в индивидуальной задаче о 
коммивояжере (в оптимизационной постановке) состоит из всех 
маршрутов, имеющих минимально возможную длину. От алго­
ритма, который решает эту переборную задачу, требуется толь­
ко умение находить для любой индивидуальной задачи один из 
таких маршрутоов. Другой пример — когда множество Sn [/] 
может оказаться пустым — дает нам так называемая “задача 
конструирования гамильтонова цикла”, в которой множество 
решений для заданного графа G состоит из всех гамильтоновых 
циклов в G. Алгоритм решения этой задачи должен выдавать 
“нет”, когда G не содержит гамильтонова цикла; в противном 
случае он должен указать один такой цикл для G. Заметим, что 
любая задача распознавания может быть сформулирована как 
переборная задача следующим образом:

„ г л f  U a “). если
5 п [ , 1  =  1 0 . если / # Г п .

Полезно отметить, что все задачи распознавания ранее были 
сформулированы именно таким образом, поэтому любая задача 
распознавания может рассматриваться просто как частный слу­
чай переборной задачи.

В формальных терминах переборной задаче соответствует 
понятие “словарного отношения”. Пусть имеется конечный ал­
фавит 2. Словарным отношением над алфавитом 2 называется 
бинарное отношение Е  2 + X  2 +, где 2 + =  2 * \{ е } — мно­
жество всех непустых слов над 2. Язык L над 2 можно отож­
дествлять со словарным отношением

R =  {(*, s): г е 2 + и х е L},
где s — любой фиксированный символ из 2. (Заметим, что при 
этом игнорируется вопрос, принадлежит ли языку пустое слово, 
однако это не влияет на вычислительные вопросы, которыми мы 
занимаемся.) Мы говорим, что функция /: 2 * -> 2 * реализует 
словарное отношение R тогда и только тогда, когда для каждого 
* е  2 + имеет место f ( x ) =  е, если не существует у  е  2 +, такого, 
что (х, y ) ^ R ;  в противном случае f(x) равняется некоторому 
у е  2+, для которого ( x , y ) ^ R .  ДМТ-программа М разрешает 
словарное отношение R, если функция fn, вычислимая програм­
мой М, реализует R.

Соответствие между переборными задачами и словарными 
отношениями осуществляется снова с помощью схем кодирова­
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ния, только теперь схема кодирования для задачи П должна 
выдавать как слово, являющееся кодом каждой индивидуальной 
задачи / е Д п ,  так и слово, являющееся кодом каждого реше­
ния s e S n l / ] .  При такой схеме кодирования е переборная 
задача П соответствует словарному отношению R [П, е] , опре­
деленному следующим образом:

1 х  е= 2 + является кодом индивидуальной за- 
(х, у): дачи / е  Da, а у е Е + — кодом не- .

которого решения s е  Sn [/] при схе­
ме кодирования е

Будем говорить, что задача П (при схеме кодирования ё) 
разрешима полиномиальным алгоритмом, если существует по­
линомиальная ДМТ-программа, которая “разрешает” #[П , е].

Необходимость обобщения понятия полиномиальной своди­
мости вызвана тем, что любое полиномиальное сведение задачи 
распознавания П к задаче распознавания П' порождает алго­
ритм А для решения задачи П при помощи гипотетической “под­
программы” решения задачи ГГ. Если дана переборная задача 
П и ее индивидуальная задача /, то этот алгоритм сначала кон­
струирует эквивалентную индивидуальную задачу Г  из ГГ, за­
тем применяет упомянутую подпрограмму к / '  и наконец выдает 
ответ, выработанный этой подпрограммой, поскольку он будет 
также правильным ответом для I. За исключением времени 
работы подпрограммы, алгоритм А работает в течение полино­
миального времени. Таким образом, если бы подпрограмма 
представляла собой полиномиальный алгоритм решения задачи 
ГГ, вся описанная процедура целиком была бы полиномиальным 
алгоритмом для решения задачи П.

Заметим, что последнее утверждение останется справедли­
вым, если алгоритм А будет использовать подпрограмму для ГГ 
несколько (но не более чем полиномиальное число) раз, и даже 
если предполагаемая подпрограмма будет предназначена для 
решения переборной задачи, а не задачи распознавания. Это 
является основанием для предлагаемого ниже обобщения. Бу­
дем говорить, что переборная задача П сводится за полиноми­
альное время к переборной задаче ГГ в смысле Тьюринга (или, 
для краткости, сводится по Тьюрингу), если существует алго­
ритм А, который решает задачу П с помощью гипотетической 
подпрограммы 5  решения задачи ГГ, такой, что если S  была бы 
полиномиальным алгоритмом для ГГ, то А был бы полиноми­
альным алгоритмом для П.

Это определение можно формально выразить в терминах так 
называемых оракульных машин. Для определенности мы поль­
зуемся моделью машины Тьюринга, хотя аналогичные
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определения можно было бы сделать с помощью любой стан­
дартной модели вычислений. Оракульная машина Тьюринга 
(ОМТ) состоит из стандартной детерминированной машины 
Тьюринга, снабженной дополнительной оракульной лентой с 
ячейками, которые занумерованы числами . . .  —2 , — 1 , 0 , 1 , 2  . . . ,  
и читающей/пишущей оракульной головкой для работы с этой 
лентой. Схематически эта машина изображена на рис. 5.1.

- 2 - 1 0 1  2  3

Управляющее
устройство

D 1ракуяьная голоВт

Читамщая/пишущая головка

О ракульная
лента

Основная
лент а

- 2 - 1 0 1 2 3
Р а с .  5 .1 . С х е м ат и ч е с к о е  п р е д с та в л ен и е  о р а к у л ь н о й  м аш и н ы  Т ью р и н га  (О М Т).

Программа для ОМТ аналогична программам для детерми­
нированной машины Тьюринга и характеризуется следующими 
данными:
(1) конечным множеством Г ленточных символов, содержащим 

некоторое подмножество 2  с= Г входных символов и выде­
ленный пустой символ к е Г  — 2 ;

(2) конечным множеством состояний Q, среди которых выде­
лены некоторое начальное состояние qo, конечное состояние 
qh, выделенное состояние вопроса к оракулу qc и резюми­
рующее состояние q,\

(3) переходной функцией
б: (Q-{<?fc,<?c} ) X r X 2 - * Q X r X 2 { - l ,  + 1 } Х { ~ 1 ,  +1}.

Вычисление программы на ОМТ, имеющей вход г е И ' ,  
очень сходно с вычислением на ДМТ, за исключением того, что 
если управляющее устройство находится в состоянии qc, то по­
ведение на следующем шаге зависит от конкретной оракульной 
функции g : 2* ->-2*. В начальный момент вычисления символы 
слова х записаны в ячейках с номерами 1 , . . . .  |х | основной 
ленты, при этом остальные ячейки этой ленты и все ячейки 
оракульной ленты пусты, каждая головка находится над ячей­
кой 1 на своей ленте и управляющее устройство находится в со­
стоянии qo. Вычисления осуществляются шаг за шагом, причем 
на каждом шаге может возникнуть одна из трех ситуаций:

а. Если текущее состояние есть qh, то вычисление заканчи­
вается, и на этом работа машины прекращается.
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б. Если текущее состояние ? e Q \ { ? » ,  qc}, то поведение за­
висит от символов, прочитанных на лентах, и от переходной 
функции б. Пусть Si— это символ в ячейке, просматриваемой в 
текущий момент основной головкой, $ 2  — символ в ячейке, про­
сматриваемой в этот момент оракульной головкой, и {q', s(, S2, 
Л,, Д2) — значение 6 (9 1 , Si, s2). Тогда машина переходит из 
состояния q в состояние q'\ основная головка записывает s( 
вместо Si и сдвигается на 1 ячейку вправо, если Ai =  + 1 , или 
на 1 ячейку влево, если Ai =  — 1 ; оракульная головка записы­
вает S2 вместо S2 и сдвигается аналогично в соответствии со 
значением Дг. Таким образом, все происходит как на одном 
шаге в обычной ДМТ, за исключением того, что используются 
две ленты.

в. Если текущее состояние есть qc, то поведение зависит от 
содержания оракульной ленты и от оракульной функции q. 
Пусть j e 2 '  — слово, записанное на ленте, начиная с 1-ой ячей­
ки и кончая той, в которой расположена оракульная головка, 
причем у =  г, если эта головка находится левее ячейки 1 !). 
Тогда за один шаг оракульная лента изменяется так, что в 
ячейках 1 , . . . ,  |z | оказывается записанным слово г, а осталь­
ные ячейки пусты; оракульная головка перемещается в позицию 
для просмотра ячейки 1 , и машина переходит из состояния qc в 
состояние qr. Этот шаг не изменяет содержимого основной лен­
ты и положения основной головки.

Главное различие между ОМТ и ДМТ проявляется в послед­
ней ситуации, которая обеспечивает возможность ОМТ “кон­
сультироваться с оракулом”. Если ОМТ записывает вопрос у  на 
оракульной ленте и затем принимает состояние вопроса к ора­
кулу, ответное слово z — g{y) выдается за один шаг вычисле­
ния. Это соответствует обращению к гипотетической подпро­
грамме вычисления функции g. Вычисление ОМТ-программы М 
на входе х зависит как от х, так и от используемой оракульной 
функции g.

Мы будем использовать символ Mg для обозначения “реля- 
тивизированной” ОМТ-программы, получаемой путем комбини­
рования программы М с оракулом g. Если Mg останавливается 
на всех входах лее 2 *. ее можно рассматривать как программу,

*) В  п ервом  и зд ан и и  книги  у  о п р е д е л я л о с ь  т а к :  п у сть  у  е  2 *  —  это
сло в о , за п и с а н н о е  в  я ч е й к а х  1............ М  о р а к у л ь н о й  л ен ты , гд е  ячей ка
Ы - | _ 1 — п е р в а я  п у с та я  я ч ей к а  в п р а в о  о т  яч ей ки  0  и п у с ть  г е 1 *  —  з н а ­
чени е g(y) .  А вто р ы  б л а г о д а р я т  Д ж . Д у к е р а  за  его  за м еч ан и е , п о зволи вш ее  
у точн и ть  оп р ед ел ен и е  с л о в а  у. (М о ж н о  п о к а з а т ь  в к ач ес т в е  у п р а ж н ен и я , что  
н ек о то р ы е  N P -тр у д н ы е за д а ч и  р е ш а л и сь  бы  за  п о л и н о м и ал ьн о е  в р ем я , если  
и сп о л ьзо вать  определен и е, п р е д с та в л ен о е  в  1-м и зд ан и и .) —  Дополнение ав­
торов.
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вычисляющую функцию fgM\ 2 *-»-Г*, определяемую точно так 
же, как для случая ДМТ. Будем называть Mg полиномиальной 
ОМТ-программой, если существует полином р, такой, что Ме 
останавливается на р ( |х |)  шагов для любого х е 2 *.

Пусть R и R ' — два произвольных словарных отношения над 
алфавитом 2. Определим полиномиальную сводимость R к R' 
в смысле Тьюринга как ОМТ-программу М с входным алфави­
том 2 , такую, что для любой функции g\ 2 *->-2 *, реализующей 
отношение R', релятивизированная программа Ме будет поли­
номиальной ОМТ-программой, а функция f вычисленная про­
граммой Mg, будет реализовывать отношение R. Если У? таким 
образом сводится к R', то это обозначается следующим образом: 
R о с TR ' (читается “R сводится к R ' по Тьюрингу”). Заметим, что 
ос г, подобно о с ,  транзитивно.

Теперь можно определить понятие “NP-трудной” задачи. 
Словарное отношение R назовем NP-трудным, если существует 
NP-полный язык L (в свою очередь представленный как сло­
варное отношение описанным выше способом), такой, что 
L ос TR. Переборная задача П (при схеме кодирования е) на­
зывается NP-трудной, если словарное отношение R [П, е] яв­
ляется NP-трудным. Неформально можно сказать, что пере­
борная задача П является NP-трудной, если существует неко­
торая ЛФ-полная задача П', которая сводится по Тьюрингу к 
задаче П. Нетрудно видеть, что если словарное отношение R 
(или переборная задача П) является NP-трудной, то задача П 
не может быть решена за полиномиальное время, если Р ф  NP.

Заметим, что если R — произвольное NP-трудное словарное 
отношение и при этом R сводится по Тьюрингу к словарному 
отношению R', то, в силу транзитивности отношения осг, словар­
ное отношение R' также должно быть NP-трудным. Более того, 
используя соответствие между языками и словарными отноше­
ниями, а также соответствие между задачами распознавания и 
переборными задачами, немедленно получаем, что все NP-пол­
ные языки и все N P-полные задачи являются NP-трудными.

Мы вернемся к ОМТ в гл. 7, а сейчас продолжим обсужде­
ние на уровне задач, применяя введенные выше понятия своди­
мости по Тьюрингу, и NP-трудных задач обычным неформаль­
ным образом. Первое и наиболее тривиальное применение 
касается задач, дополнительных к NP-полным. Задача Пс назы­
вается дополнительной к задаче распознавания П, если ее об­
ласть определения — это множество Dn, а множеством положи­
тельных ответов является D n \Y n -  В гл. 2 мы отметили, что, 
вообще говоря, не известно, можно ли утверждать, что из при­
надлежности задачи П классу NP следует, что Пс е  NP. Далее, 
совсем не очевидно, что задачу П можно полиномиальным обра­
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зом свести к задаче Пс из-за несимметричности ответов “да” и 
"нет”. Однако совершенно тривиально, что задача П сводится 
по Тьюрингу к Пс (и обратно); поэтому, если задача П являет­
ся NP-полной или NP-трудной, то и Пс должна быть NP-трудной.

Второе применение относится к таким переборным задачам, 
как оптимизационная задача о коммивояжере или задача о кон­
струировании гамильтонова цикла, у которых соответствующие 
задачи распознавания NP-полны.

Всякий раз, когда можно воспользоваться полиномиальным 
алгоритмом переборной задачи для решения соответствующей 
задачи распознавания за полиномиальное время, существует 
сводимость по Тьюрингу между ними, и, следовательно, любой 
результат, касающийся NP-полноты задачи распознавания мо­
жет быть переформулирован как результат, устанавливающий 
NP-трудность переборной задачи. Поэтому аргументы, представ­
ленные в гл. 2 в пользу того, что КОММИВОЯЖЕР не труднее, 
чем оптимизационная задача о коммивояжере, в совокупности 
с тем фактом, что КОММИВОЯЖЕР— это NP-полная задача, 
составляют доказательство того, что эта оптимизационная за­
дача NP-трудна.

Ни один из этих примеров не иллюстрирует всех возможно­
стей сводимости по Тьюрингу, поскольку в каждом из них тре­
буется лишь однократное обращение к оракулу (или к соответ­
ствующей подпрограмме). Рассмотрим теперь пример, который 
в более полной мере использует сводимость по Тьюрингу.

К -е  ПО ПОРЯДКУ ПОДМНОЖЕСТВО
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество А, размер s ( a ) e Z +
для каждого а е  А и два неотрицательных числа И  s (а) и

аеА
K < 2 U |.
ВОПРОС. Существует ли не менее К  различных подмножеств 
Л 'е Л ,  удовлетворяющих условию з ( Л ') ^ В  (где по опреде­
лению з(Л ') =  L  s(a))?

a s  А'
Было показано [322], что эта задача может быть решена 

за псевдополиномиальное время, точнее за время, ограниченное 
полиномиальной функцией от |Л |-К  f lo g s(/l)  1. Таким обра­
зом, для любого фиксированного значения К задачу можно ре­
шить за полиномиальное время. Вопрос состоит в том, чтобы 
выяснить, может ли она быть решена за полиномиальное время 
в общем случае.

Представляется, что эта задача не принадлежит классу Р. 
Более того, совсем не очевидно, что она принадлежит NP, по­
скольку естественный путь ее решения недетерминированным 
алгоритмом требует угадывания К подмножеств множества А
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и, по-видимому, нет способа записать угаданные К подмно­
жеств в виде слова, длина которого будет полиномом от 
| А\ • Г log /С 1 Г logs (Л) 1. С другой стороны, не известно, сво­
дится ли (в смысле сводимости ос) какая-либо NP-полная за­
дача к этой задаче. Однако Джонсон и Кашдан [260] пока­
зали, что N P-полная задача РАЗБИЕНИЕ сводится по Тью­
рингу к задаче К-е ПО ПОРЯДКУ ПОДМНОЖЕСТВО.

В самом деле, положим, что 5 [Д  s, В, К] — это подпрограм­
ма для решения задачи К-е ПО ПОРЯДКУ ПОДМНОЖЕСТВО. 
При этом пусть A =  {ai, а 2, а„), s: A-»- Z+, Bs^Ls(A),  К ^ 2 п. 
Соответствующий алгоритм для решения задачи РАЗБИЕНИЕ 
начинается с вычисления величины s(A), где параметры А =  
=  '{ai, в 2, . . . ,  а„) и s: A-*-Z+ описывают заданную индиви­
дуальную задачу РАЗБИЕНИЕ. Если s(A) нечетно, то алго­
ритм немедленно отвечает “нет” для этой индивидуальной за­
дачи. В противном случае он полагает величину В равной 
s(A ) / 2  и применяет приводимую ниже дихотомическую проце­
дуру, использующую введенную выше процедуру S [A, s, В, /С] 
и позволяющую определить число L* подмножеств A' s  А, удов­
летворяющих неравенству s (A ') ^ .b .

Шаг 1. Положить Lmm 0 , Lmax ■*-2п.
Шаг 2. Если Lm«x — Lmi n = l ,  положить in и остано­

виться.
Шаг 3. Положить L-*-(Lmax +  Lmin)/2 и вызвать подпрограмму 

S[A, s, b, L], Если ответ “да”, положить Lmm-*-L и пе­
рейти к шагу 2. В противном случае положить Lmax-*-/. 
и перейти к шагу 2 .

Эта процедура определяет L*, вызывая подпрограмму 5 
ровно п раз. Требуется еще один дополнительный вызов для 
определения ответа в заданной задаче РАЗБИЕНИЕ, а именно 
вызывается подпрограмма S[A, s, b — 1, L*]. Если ответ в этой 
подпрограмме будет "да”, то все подмножества А '^ А ,  удовле­
творяющие неравенству s ( A ' ) ^ b ,  должны удовлетворять и 
условию s (A ')^ s  b — 1, поэтому ответом к задаче РАЗБИЕНИЕ 
будет “нет”. Если же ответом подпрограммы будет “нет”, то 
должно существовать некоторое подмножество А' Е  А, для ко­
торого s(A ') =  ft, поэтому ответ в задаче РАЗБИЕНИЕ будет 

да .
Легко видеть, что описанная процедура была бы полино- 

миальным алгоритмом для задачи РАЗБИЕНИЕ, если бы про­
цедура S была полиномиальным алгоритмом для задачи К-е 
ПО ПОРЯДКУ ПОДМНОЖЕСТВО. Таким образом, мы имеем 
желаемую тьюрингову сводимость задачи РАЗБИЕНИЕ к за­
даче К-е ПО ПОРЯДКУ ПОДМНОЖЕСТВО. Отсюда следует,
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что последняя задача NP-трудна и не может быть решена за 
полиномиальное время, если Р ф  NP.

Основываясь на этом примере, легко понять, что можно 
использовать понятие NP-трудности для анализа сложности 
задач почти таким же образом, как ранее использовалось поня­
тие NP-полноты. Все типы вопросов, обсуждаемых в гл. 4, при­
менимы к NP-трудным задачам. В частности, можно говорить 
о сложности подзадач и о таких смежных вопросах, как псевдо- 
полиномиальные алгоритмы и “сильная” NP-трудность (опреде­
ляемая аналогично сильной NP-полноте: переборная задача 
называется NP-трудной в сильном смысле, если она содержит 
NP-трудную подзадачу, удовлетворяющую полиномиальной гра­
нице для М ах[/]). На эти результаты накладывается един­
ственное ограничение: NP-полные задачи разрешимы за полино­
миальное время тогда и только тогда, когда Р =  NP, в то время 
как все, что можно сказать о NP-трудной задаче, — это то, что 
она неразрешима за полиномиальное время, если Р ф  NP.

Мы покажем, что и это различие часто можно устранить, что 
будет еще одной иллюстрацией использования сводимости по 
Тьюрингу. Вспомним, что, когда мы говорили в гл. 2 о том, что 
КОММИВОЯЖЕР не труднее, чем соответствующая оптимизаци­
онная задача, мы упомянули также, что она в некотором смысле 
и “не легче”. Смысл этого высказывания теперь можно пояснить.

Если рассмотреть пару задач, одна из которых — задача 
распознавания, а другая — соответствующая оптимизационная 
задача, то не только задача распознавания сводима по Тьюрин­
гу к задаче оптимизации, но и задача оптимизации также сво­
дима по Тьюрингу к задаче распознавания. Таким образом, каж­
дая задача рассматриваемой пары может быть решена за по­
линомиальное время тогда и только тогда, когда другая задача 
этой пары полиномиально разрешима. Поскольку задача распо­
знавания является N P-полной, то отсюда следует, что рассма­
триваемая оптимизационная задача может быть решена за по­
линомиальное время тогда и только тогда, когда Р =  NP.

Чтобы убедиться в этом, рассмотрим следующую задачу, 
занимающую промежуточное место между задачами распозна­
вания и оптимизационными.

ДОСТРОЙКА МАРШРУТА КОММИВОЯЖЕРА (ДМК)
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество С =  {cj, с2, . . . ,  ст } 
городов, расстояния d(ci, C /)eZ +  для каждой пары городов 
с,, с/ £= С, граница B e Z +  и “частичный” маршрут 0  =  <c„(i), 
сЛ(2>, . . . .  Cjiw ) между К различными городами из С,
ВОПРОС. Можно ли так достроить 0, чтобы получить марш­
рут <сЯ(1), с„(2), . . . .  сЯ(/о; сл(к+1), . . . .  ся(т)>, Проходящий через 
все города и имеющий длину не более В?
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Легко видеть, что эта задача принадлежит NP и, следова­
тельно, по определению NP-полноты, ДМК ° с  КОММИВОЯ­
ЖЕР. Поскольку сводимость о с — это лишь частный случай 
сводимости по Тьюрингу, отсюда сразу следует, что ДМК ° с г 
КОММИВОЯЖЕР. Обозначим через КО оптимизационную за­
дачу о коммивояжере и покажем, что КО о с г  ДМК, тогда 
в силу транзитивности этого факта будет достаточно для дока­
зательства того, что КО ос КОММИВОЯЖЕР.

Итак, положим, что S[C, d, 0 , В] — это подпрограмма для 
решения задачи ДМК, где параметр С обозначает множество 
городов, d — функция расстояний между парами городов из С,
0 — частичный маршрут, B e Z +  — граница. Пусть C a d  опре­
деляют некоторую индивидуальную задачу ДМК, а В* обозна­
чает длину оптимального маршрута в этой индивидуальной за­
даче (какая бы она ни получилась). Поскольку каждый город 
должен войти в оптимальный маршрут и циклическая переста­
новка городов в маршруте не изменяет его длину, то сущест­
вует оптимальный маршрут, начинающийся из города с\. Д а­
лее, мы знаем, что величина В* лежит между Bmln= m  и Втах=  
=  пг-(max{d(cf, с/): с/, с /е С } ) .  Тогда, пользуясь дихотомиче­
ской процедурой, такой же, как в задаче К-е ПО ПОРЯДКУ 
ПОДМНОЖЕСТВО, мы сможем найти величину В*, обращаясь 
не более riog 2 Bmax') раз к подпрограмме S[C, d, <Ci>, В], 
каждый раз придавая величине В различные значения.

Определив величину В* и используя подпрограмму S, мы 
сможем построить оптимальный маршрут. Назовем последова­
тельность 0  различных городов из С продолжаемым частичным 
маршрутом, если его можно продолжить до полного маршрута, 
имеющего общую длину В*. Очевидно, что <ci> — это продол­
жаемый частичный маршрут. Поскольку <cj> допустим, сущест­
вует по крайней мере один город е ; е  C \{ c i} , такой, что 
<Ci, С/) — продолжаемый частичный маршрут. Мы можем найти 
этот город с/, произведя не более m — 2  вызовов подпрограммы 
S, которая каждый раз имеет вид S[C, d, <С], с/>, В*], где 
C /e C \{ c i} .  (Если первые пг — 2 вызова не дают результата, 
то ясно, что оставшийся город обязательно подойдет, поэтому 
для него не нужно применять нашу подпрограмму.)

В общем случае, если <сЛ(п, . . . .  сЛ(ю> — продолжаемый ча­
стичный маршрут, где К <  пг, то мы сможем найти другой про­
должаемый частичный маршрут <ся(и, . . . ,  сЛ(К), с (х+о>, вклю­
чающий еще один город, при этом к подпрограмме S делается 
не более пг — К — 1 обращений. Таким образом, можно по­
строить полный маршрут для множества С, совершив не более 
(ш — 1 ) ( т — 2 ) / 2  вызовов подпрограммы S (помимо тех вызо­
вов, которые использовались для нахождения величины В*). 
Поскольку в качестве подходящей функции Length в задаче о
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коммивояжере можно взять функцию
Length [/] =  m +  log2 Bmax,

то очевидно, что описанная процедура дает (полиномиальную) 
сводимость по Тьюрингу задачи КО к задаче ДМК. Следова­
тельно, КО <хг ДМК <хг КОММИВОЯЖЕР, т. е. КОосг КОМ­
МИВОЯЖЕР, что и требовалось доказать.

Заметим, что главное звено здесь — это сводимость 
КО ос т ДМК. Выяснив, что КО сводится по Тьюрингу к какой-то 
задаче из NP, мы получаем, что она может быть решена за 
полиномиальное время, если Р =  NP, и, следовательно, она “не 
труднее”, чем ЛФ-полные задачи. Мы назовем переборную за­
дачу П NP-легкой, если существует задача I I 'e N P ,  такая, что 
П осг 1 Г.

После того как читатель усвоил технику сводимости 
КО ост ДМК, ему будет не трудно понять, как этим же подхо­
дом можно воспользоваться, чтобы доказать NP-легкость многих 
переборных задач, особенно это относится к тем задачам, кото­
рым соответствуют задачи распознавания, являющиеся NP-пол­
ными. Можно определить задачу П' из NP так, как это было 
сделано для задачи ДМК, с тем, чтобы последовательно по­
строить требуемое решение (см., например, [520]). Для опти­
мизационных задач процедуре построения решения предшест­
вует предварительная дихотомическая процедура, в процессе 
которой находится оптимальное значение целевой функции. 
В качестве упражнения мы предлагаем читателю попытаться 
доказать, что переборные задачи, соответствующие шести базо­
вым NP-полным задачам из разд. 3.1, все являются NP-лег- 
кими, т. е. предлагается найти: ( 1 ) набор, присваивающий зна­
чение “истина”, (2 ) трехмерное сочетание, (3) вершинное 
покрытие минимальной мощности, (4) клику максимальной мощ­
ности, (5) гамильтонов цикл и (6 ) разбиение множества “взве­
шенных” элементов на два подмножества одинакового размера.

В действительности теперь мы видим, что изучение в основ­
ной теории только задач распознавания не привело к сущест­
венной потере общности, поскольку в большинстве случаев пе­
реборные задачи, у которых соответствующие задачи распозна­
вания оказались NP-полными, сами все являются NP-легкими 
и, следовательно, эквивалентными по сложности. В то время 
как мы строили наш класс эквивалентности — класс NP-пол­
ных задач, одновременно получался значительно более широкий 
класс эквивалентных переборных задач, а именно тех задач, 
которые одновременно и NP-трудные и NP-легкие (и поэтому 
мы их называем NP-эквивалентными). Хотя этот более широкий 
класс содержит много задач, не принадлежащих NP, он сохра­
няет знакомое свойство, присущее NP-полным задачам: ни одна
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задача из этого класса не может быть решена за полиномиаль­
ное время, если Р ф  NP, а если Р =  NP, то все задачи из этого 
класса могут быть решены за полиномиальное время.

5.2. ИСТОРИЧЕСКАЯ СПРАВКА
Заканчивая наше описание теории NP-полноты, уместно 

кратко остановиться на истории развития основных идей и тер­
минологии, используемой для их описания.

В гл. 1 мы уже упоминали две ранние работы, в которых 
обсуждалось значение полиномиальной сложности. Кобхэм [80] 
рассматривал широкий спектр математических функций, вычис­
лимых за полиномиальное время, и заметил, что класс всех 
таких функций не изменяется при различных моделях вычисле­
ний. Эдмондс [106] неформально отождествлял термин “хоро­
ший алгоритм” с понятием полиномиального алгоритма. В дру­
гой ранней работе [107] было введено неформальное понятие, 
близкое к классу NP. В этой работе предлагалось считать, что 
задача имеет “хорошую характеризацию”, если для каждого ее 
решения найдется проверяемое за полиномиальное время “дока­
зательство” того, что это действительно решение.

Все эти ранние работы были написаны в терминах функций 
или задач, которые мы назвали переборными. Фундаменталь­
ный вклад Кука состоял, в частности, в том, что он увидел воз­
можность свести обсуждения к языкам и соответствующим за­
дачам распознавания. В работе Кука [91] впервые были вве­
дены классы, которые теперь называют классами Р и NP, и 
была доказана фундаментальная теорема (теорема Кука). Од­
нако эта статья отличается от всех последующих работ в двух 
важных аспектах. Во-первых, основное понятие сводимости, 
введенное Куком и названное им “Р-сводимостью”, было близко 
к полиномиальной сводимости по Тьюрингу, а не к полиноми­
альной сводимости о с .  Поэтому в некоторых работах полино­
миальную сводимость по Тьюрингу называют “сводимостью по 
Куку”. Во-вторых, класс эквивалентных задач, которые Кук свя­
зал с задачей ВЫПОЛНИМОСТЬ (он не дал названия этому 
классу), не был ограничен задачами, сейчас называемыми NP- 
полными, а включал все задачи распознавания, которые мы 
назвали “NP-эквивалентными”.

Теория N P-полноты приняла свой современный вид в ра­
боте Карпа [280], хотя некоторые термины появились позднее. 
Карп ввел термины “класс Р ” и “класс NP” и заметил, что тео­
рема Кука останется справедливой, если понятие сводимости по 
Тьюрингу заменить более простой и удобной полиномиальной 
сводимостью (transformability). Этот тип сводимости иногда на­
зывают “сводимостью по Карпу”. Иногда его также называют
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“многооднозначной” сводимостью, поскольку она является мно­
гооднозначной функцией. Сам Карп просто пользовался терми­
ном “сводимость”. Он дал современное определение “NP-полной 
задачи”, хотя при этом пользовался термином “полиномиально 
полная задача” (термин “полный” восходит к теории рекурсив­
ных функций, где язык называют полным по отношению к клас­
су с данным типом сводимости, если он принадлежит этому 
классу и каждый элемент класса сводится к нему). В свете 
различия между двумя классами, определенными Куком и Кар­
пом, ссылки на “класс Кука — Карпа”, иногда встречающиеся 
в литературе, выглядят забавно (обычно при этом имеется 
в виду класс задач, определенный Карпом).

Статья Карпа, а также его сообщения на конференциях до 
публикации этой статьи вызвали широкий интерес. И естествен­
но, что наряду с новыми научными результатами время от вре­
мени стали появляться новые термины. Вместо термина “poly­
nomial complete” предлагалось писать “polynomially complete”, 
несмотря на громоздкость последнего термина. Далее, Сахни 
[463] ввел термин “P-полная задача”, это был аналог “поли­
номиально полных задач", обобщенный на более широкий класс 
задач (аналогичных нашим “переборным задачам”). Он же 
предложил термин “P -трудная задача” для тех задач, которые 
по крайней мере столь же сложны, как NP-полные. В то же 
время Левин независимо доказал теорему, аналогичную теореме 
Кука, и ввел термин “универсальная переборная задача” [340], 
который относится (так же как P-полные задачи, рассматривае­
мые Сахни) к более широкому классу задач, чем только задачи 
распознавания. В - частности, используемое нами определение 
термина “переборная задача” заимствовано из работы [340].

Общепринятая в настоящее время терминология (NP-полная 
и NP-трудная задачи, полиномиальная сводимость) в большой 
степени является результатом деятельности Доналда Кнута. 
В 1973 г., подготавливая к печати четвертый том своей моно­
графии “Искусство программирования” и нуждаясь в кратком 
обозначении задач, “которые по крайней мере столь же сложны, 
как полиномиально полные”, Кнут провел по своей инициативе 
опрос среди большой группы специалистов, занимающихся рас­
сматриваемой тематикой. Он предложил им три варианта на­
звания и просил выбрать наилучший с их точки зрения. При 
этом он отверг термин “P -трудная задача” из семантических со­
ображений, поскольку если Р ф  NP, то полиномиально полные 
задачи окажутся на самом деле намного труднее, чем задачи 
из Р. Опрашиваемые специалисты в свою очередь отвергли все 
три названия, предложенные Кнутом, и выдвинули целый ряд 
своих названий, некоторые из них носили не совсем серьезный 
характер (например, Шен Лин предложил полиномиально пряные
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задачи называть “РЕТ-задачами”, во-первых, потому, что 
это излюбленная тема его исследований1), а во-вторых, потому, 
что сочетание РЕТ можно рассматривать как сокращение для 
“Probably Exponential Time” (возможно экспоненциальное вре­
мя)). Более того, если проблема Р =  NP будет решена, предла­
гаемое сокращение получит новую интерпретацию: если Р ф  NP, 
то РЕТ можно трактовать как “provably exponential time” (до­
казуемо экспоненциальное время); если же Р =  NP, то РЕТ 
может обозначать “previously exponential time” (время, ранее 
считавшееся экспоненциальным).

Интересный отчет об этом опросе и последовавших дискус­
сиях можно найти в статье Кнута [294]. В результате проведен­
ного опроса наибольшее число голосов получили термины 
“NP-полная задача” и “NP-трудная задача” (оба они отсут­
ствовали в первоначальном списке Кнута), при этом “NP-пол­
ная задача” заменила термин “полиномиально полная задача”, 
а “NP-трудной задачей” была названа такая задача распозна­
вания П, что ВЫПОЛНИМОСТЬ ос П. Термин “N P-полная” 
был принят, поскольку он, во-первых, короче, чем “полиномиаль­
но полная”, и, во-вторых, он имеет больше смысла с теоретиче­
ской точки зрения (NP-полная задача — это такая задача, ко­
торая полна в NP относительно полиномиальной сводимости). 
Аналогично термин “NP-трудная задача” имеет тот смысл, что 
это задача не проще, чем “самая трудная в NP”.

С тех пор эти термины стали применяться почти повсемест­
но, хотя по-прежнему нередко появляется и термин “полино­
миально полная задача”. Термин “NP-полная задача” употреб­
ляется достаточно стабильно, а значение термина “NP-трудная 
задача” меняется. В заметке [295] Кнут предложил применять 
термин “полиномиальное сведение” (polynomial reduction) вме­
сто термина “полиномиальное преобразование” (polynomial 
transformation). Кроме того, он предложил более широкое оп­
ределение NP-трудной задачи как задачи распознавания, к кото­
рой ВЫПОЛНИМОСТЬ сводится по Тьюрингу (а не в смысле 
сводимости ос). По этой причине, например, задачи, дополни­
тельные к NP-полным, могут быть названы NP-трудными. Тер­
мин “NP-трудная задача” встречается в литературе и в том и в 
другом смысле, пожалуй, одинаково часто.

В этой книге мы сделали еще один шаг по сравнению с ра­
ботами Кнута, обобщив определение NP-трудной задачи, рас­
ширив его, а также понятие сводимости по Тьюрингу, чтобы 
включить переборные задачи. По этой причине новые термины 
найдут более широкое применение. Исходя из аналогичных со­
ображений, мы ввели понятие “NP-легких” и “NP-эквивалент- *)

*) Pet — излюбленная тема, излюбленный предмет. — Прим, перев.
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ных” задач, причем в последнем .понятии мы попытались фор­
мализовать кое-что из того, что Сахни имел в виду, введя 
“P -полные задачи”, а Левин — “универсальные переборные за­
дачи”.

Кроме того, авторы ввели понятие “сильной NP-полноты” 
(разд. 4.2), причем впервые этот термин появился в работе 
[151]. Другое определение этого же понятия было предложено 
в [317], где задача “NP-полная в сильном смысле” называлась 
“унарной NP-полной”, а задача “NP-полная в обычном смысле” 
называлась “бинарной NP-полной”. Эта терминология осно­
вана на том факте, что если задача NP-полная в сильном смы­
сле, то соответствующий язык является NP-полным даже в слу­
чае, когда кодирующая схема представляет числа в “неэконом­
ном” унарном коде (т. е. последовательность из п единиц пред­
ставляет число п).

За исключением нескольких новых терминов, введенных 
выше, и некоторых несущественных отличий в предлагаемых мо­
делях ЭВМ, мы пытались следовать как можно ближе принятой 
в настоящее время терминологии, поэтому настоящая книга до­
статочно хорошо согласована с современной научной литерату­
рой. Читатель, выбравший эту книгу в качестве начального 
руководства для дальнейшего изучения литературы, без сомне­
ния, найдет ссылки на многочисленные периферийные вопросы, 
которые являются “точками роста” в теории NP-полноты. В по­
следующих двух главах приводится материал по подобной 
смежной тематике, так что читатель может представить себе, 
о каких вопросах идет речь, и, возможно, сам займется изуче­
нием тех вопросов, которые покажутся ему наиболее интерес­
ными.



6. П о дх о д ы  к реш ению  
N P -полны х задач

Вернемся на короткое время в отдел бандерснечей из 
разд. 1.1. Напомним, что мы покинули его в несколько неопре­
деленной ситуации. Будучи главным разработчиком алгоритмов, 
вы удачно избежали возможного обвинения в некомпетентно­
сти, доказав NP-полноту задачи о бандерснече. Однако после 
произнесения этих магических слов задача о бандерснече не ис­
чезла, и вы по-прежнему стоите пред проблемой отыскания при­
емлемого алгоритма ее решения.

В настоящей главе будут обсуждаться некоторые возмож­
ные подходы к этой проблеме, главным образом новое направ­
ление, связанное с получением доказуемых “оценок погрешно­
сти” алгоритмов. Однако, прежде чем перейти к рассмотрению 
конкретного материала, желательно сделать краткий обзор 
возможных альтернатив, которые в первом приближении мож­
но было бы разбить на две общие категории.

К первой категории относятся подходы, в которых делается 
попытка максимального сокращения объема перебора, хотя 
при этом и признается неизбежность экспоненциального времени 
работы. К наиболее широко используемым приемам сокраще­
ния перебора относятся приемы, основанные на методе “ветвей 
и границ” или методе “неявного перебора” (см., например, 
[161]). Эти приемы состоят в построении “частичных решений”, 
представленных в виде дерева поиска, и применении мощных 
методов построения оценок, позволяющих опознать бесперспек­
тивные частичные решения, в результате чего от дерева поиска 
на одном шаге отсекается целая ветвь. Известны и другие под­
ходы, когда процесс поиска организован иначе (они исполь­
зуются иногда совместно с методом ветвей и границ). К ним 
относятся метод динамического программирования (применяв­
шийся в гл. 4 для построения алгоритмов с псевдополиномиаль- 
ным временем работы), методы отсечений (см., например, [226, 
161]) и метод Лагранжа (см., например, [170, 206]). Кроме 
того, в худшем случае иногда оказывается возможным в значи­
тельной степени уменьшить сложность полного перебора за счет 
более удачного выбора объектов, к которым он применяется. 
К относительно недавним примерам использования этого под­
хода относятся алгоритмы решения задачи РАЗБИЕНИЕ, за­
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дачи РАСКРАШИВАЕМОСТЬ ГРАФА В К ЦВЕТОВ [325] и 
задачи НЕЗАВИСИМОЕ МНОЖЕСТВО [513].

Подходы, относящиеся ко второй категории, применимы ис­
ключительно к оптимизационным задачам (это однако не яв­
ляется слишком сильным ограничением, поскольку огромное ко­
личество задач, возникающих на практике, естественно форму­
лируются как оптимизационные) и включают прием, который 
можно назвать “снижение требований”. Он заключается в от­
казе от поиска оптимального решения и в нахождении вместо 
этого “хорошего” решения за приемлемое время. Алгоритмы, 
основанные на этом приеме, обычно называются “эвристически­
ми”, поскольку они используют различные разумные сообра­
жения без строгих обоснований. Методы, применяемые для по­
строения алгоритмов такого типа, сильно зависят от специфики 
задачи, хотя и удалось выделить несколько руководящих прин­
ципов, которые могут служить полезной отправной точкой (см. 
[347], где проводится блестящее обсуждение этих принципов). 
Наиболее широко применяется так называемый метод “локаль­
ного поиска”, когда заранее выбранное множество локальных 
операций используется для последовательного улучшения на­
чального решения до тех пор, пока такое улучшение возможно, 
в противном случае оказывается достигнутым “локальный опти­
мум".

Эвристические алгоритмы, построенные этим и другими ме­
тодами, на практике оказываются весьма удовлетворительными, 
хотя для получения удовлетворительных характеристик алго­
ритма обычно требуется довольно большая работа по его “до­
водке”. В результате удается только в очень редких случаях 
заранее предсказать и оценить поведение таких алгоритмов. 
Вместо этого такие алгоритмы оцениваются и сравниваются на 
основе сочетания эмпирических данных и аргументов, опираю­
щихся на здравый смысл.

Однако совсем недавно был получен ряд результатов, кото­
рые показали, что эвристические алгоритмы не всегда столь 
сложны для формального анализа. В некоторых случаях удает­
ся доказать, что решения, получаемые эвристическим алгорит­
мом, всегда будут отличаться в процентном отношении от опти­
мального решения не более чем на определенную величину. 
Подобные результаты можно рассматривать как “оценки по­
грешности” алгоритмов. В настоящей главе мы остановимся 
именно на таких результатах.

В разд. 6.1 сделан обзор различных типов оценки погреш­
ности алгоритмов. В разд. 6.2 показано, как теория NP-полноты 
позволяет дать заключение о наилучшей из возможных для дан­
ной задачи оценке погрешности. Наконец, в разд. 6.3 обсу­
ждаются некоторые практические соображения, касающиеся
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возможностей применения результатов этого типа, а также упо­
минаются некоторые теоретические работы, в которых делается 
попытка проанализировать “поведение в среднем” эвристиче­
ских алгоритмов.

6.1. ОЦЕНКИ ПОГРЕШНОСТИ ПРИБЛИЖЕННЫХ 
АЛГОРИТМОВ

Дадим вначале формальное описание понятия “оптимиза­
ционная задача”.

Комбинаторная оптимизационная задача П есть либо задача 
минимизации, либо задача максимизации и состоит из следую­
щих трех частей:
(1) множества Dn индивидуальных задач-,
(2) для каждой / е О п  конечного множества Sn(/) допустимых 

решений индивидуальной задачи /;
(3) функции т п , сопоставляющей каждой индивидуальной за­

даче / е О  и каждому допустимому решению а е  Sn(/) не­
которое положительное целое число т п ( / ,  а), называемое 
величиной решения о.

Если П — задача минимизации (соответственно максимизации), 
то оптимальным решением индивидуальной задачи / е  Dп яв­
ляется такое допустимое решение a * e S r i ( / ) ,  что для всех о е  
е  Sn(/) выполнено неравенство /пп(Д о*) ^  т п ( / ,  о) (соответ­
ственно шц(/, о * )^  шп(/, о )). Для обозначения величины 
шп(/,о*) оптимального решения индивидуальной задачи / будет 
использоваться символ ОРТп(/) (в тех случаях, когда задача 
ясна из контекста, индекс П будет опускаться).

Алгоритм А называется приближенным алгоритмом решения 
задачи П, если для любой индивидуальной задачи /  е  Dn ал­
горитм А отыскивает некоторое допустимое решение a e S n ( / ) .  
Через А (/) будем обозначать величину т п ( / ,  о) того возмож­
ного решения о, которое А строит по /. Если А(/) =  ОРТ(/) 
для всех /  D n , то А называется точным алгоритмом решения 
задачи П.

Приведенные определения можно проиллюстрировать на при­
мере уже известной нам задачи о коммивояжере. Это задача 
минимизации, множество ее индивидуальных задач состоит из 
всех конечных множеств городов и попарных расстояний между 
ними. Допустимые решения конкретной индивидуальной задачи 
представляют собой все возможные перестановки заданных го­
родов. Величина решения для каждой такой перестановки равна 
длине соответствующего маршрута. Таким образом, приближен­
ный алгоритм для данной задачи должен отыскать только не­
которую перестановку городов, а точный алгоритм должен все-
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гда отыскивать перестановку, соответствующую маршруту ми­
нимальной длины.

Если оптимизационная задача NP-трудна (что имеет место 
в данном случае), то, как нам известно, нельзя построить точ­
ный полиномиальный алгоритм решения этой задачи (если Р ф  
^ N P ) .  Более реалистично попытаться найти приближенный 
алгоритм А, время работы которого ограничено полиномом не­
высокой степени и который обладает тем свойством, что для 
всех индивидуальных задач /  величина А(1) “близка” к вели­
чине О РТ(/). Следующий пример иллюстрирует типы результа­
тов, которыми мы будем интересоваться в дальнейшем.

Рассмотрим задачу об “упаковке в контейнеры”. Она фор­
мулируется следующим образом: Задано конечное множество 
U =  {иь и2, и„} “предметов” и “размеры” $ (и )е  (0, 1]
каждого предмета и е  U (размер предмета представлен рацио­
нальным числом); требуется найти такое разбиение множества 
U на непересекающиеся подмножества t/j, U2, . . . .  £/*, чтобы 
сумма размеров предметов в каждом подмножестве Ui не пре­
восходила 1 и чтобы k было наименьшим возможным. Можно 
считать, что предметы, принадлежащие каждому множеству Ui, 
упаковываются в один контейнер размера 1, а наша цель — упа­
ковать предметы множества U в как можно меньшее число 
контейнеров.

Рассматриваемая задача NP-трудна в сильном смысле 
(в частном случае она дает задачу З-РАЗБИЕНИЕ), так что 
мало надежды на отыскание даже псевдополиномиального точ­
ного алгоритма решения этой задачи. Однако для ее решения 
имеется несколько заслуживающих внимания простых прибли­
женных алгоритмов.

Один из них известен под названием “в первый подходящий”. 
Предположим, что имеется бесконечная последовательность 
контейнеров размера 1, каждый из которых в начальный мо­
мент времени пуст. Алгоритм заключается в том, чтобы поме­
щать предметы в контейнеры по очереди, в порядке возраста­
ния номеров. Предметы помещаются в контейнеры согласно 
следующему простому правилу: “Очередной предмет ы, поме­
щается в контейнер с наименьшим номером, у которого сумма 
размеров помещенных в него предметов не превосходит 
1 —s(Ui)". Другими словами, щ помешается в первый из кон­
тейнеров, куда он может попасть (не нарушая ограничения по 
размеру). На рис. 6.1 показан пример; здесь каждый предмет 
представлен прямоугольником, имеющим высоту, пропорцио­
нальную размеру предмета.

С интуитивной точки зрения этот алгоритм кажется очень 
естественным и разумным. Он не начинает заполнять новый 
контейнер до тех пор, пока все непустые контейнеры не будут
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слишком сильно заполнены. Что можно сказать о качестве ра­
боты этого алгоритма?

Вначале рассмотрим число контейнеров, требующихся для 
указанного алгоритма, как функцию от параметров задачи. 
Обозначим эту функцию через FF (/)*)• Имеют место неравен­
ства:

FF ( / ) >  1,

F F ( / ) < [ 2  Z  *<«,)].

Последнее неравенство вытекает из того, что в результате ра­
боты алгоритма не может получиться более одного контейнера,

Рис. 6.1. Пример размещения по правилу «в первый подходящий», где пред­
мет иа кладется в контейнер В2, поскольку это первый контейнер, в кото­

рый Ug может поместиться.

заполненного менее чем на половину. (В противном случае 
первый же предмет, попавший в такой контейнер с большим 
номером, должен был быть помещен алгоритмом “в первый 
подходящий”, т. е. такой же контейнер с меньшим номером.) 
То, что указанная граница — наилучшая из возможных, следует 
из рассмотрения индивидуальной задачи U =  {и\, и%, 
где s(uj) = 1 / 2 +  e, 1 ^  i ^  п. Поскольку никакие два пред­
мета не могут попасть в один ящик, то FF (/) =  п, в то время 
как сумма размеров предметов равна п / 2  +  пе, и если выбрать 
е достаточно малым, она будет как угодно близка к п / 2 .

Сделанное замечание позволяет нам также оценить, во 
сколько раз плохое решение, получаемое алгоритмом “в пер­
вый подходящий”, может отличаться от оптимального решения 
задачи. Поскольку ясно, что

О Р Т ( / ) > [ £  з(иг) ] .

') FF — первые буквы английских слов First Fit (первый подходящий).— 
Прим, перев.
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то отсюда вытекает, что для всех индивидуальных задач I вы­
полнено неравенство

FF (/) <  2 • ОРТ (/).
Однако, как следует из приведенной ниже теоремы, для FF(/) 
имеется лучшая оценка, см. [265].

Теорема 6.1. Д л я  в с е х и н д и в и д уа л ь н ы х з ад а ч  I  о б  у п а к о в к е  
и м е е т м е с то  н е р а в е н с тв о

FF ( / ) < - £  ОРТ (/) +  2.

Б о л е е  т о г о , с у щ е с т в у ю т  и н д и ви д уа л ь н ы е  з а д а ч и  7, д л я  к о т о р ы х  
ОРТ (/) сколь у г о д н о  в е л и к о  и

FF ( / ) > - £  (ОРТ ( / ) - 1 ) .

Таким образом, теорема 6.1 характеризует асимптотическое 
поведение в худшем случае алгоритма “в первый подходящий”. 
Величина FF (/) никогда не отличается от оптимума более чем 
на 70%, и в некоторых случаях такое отличие действительно 
достигается. (Небольшое улучшение верхней оценки, благодаря 
которому (17/10) О Р Т (7 )+ 2  заменяется на [ (17/10 ОРТ(7) ], 
получено в работе [144].) Мы опустим слишком длинное дока­
зательство теоремы 6 . 1 , однако заметим, что близкая оценка 
поведения алгоритма в худшем случае может быть получена из 
рассмотрения примеров, представленных на рис. 6 .2 , для кото­
рых FF(7) =  (5/3) ОРТ (7). (Доказательство нижней оценки 
в теореме 6 . 1  получается в результате некоторого усложнения 
этих примеров.)

Полученные результаты являются основой для анализа при­
ближенных алгоритмов решения задачи об упаковке. Теперь 
можно перейти к анализу других алгоритмов с лучшими оцен­
ками поведения. Очевидно, алгоритм ‘‘в первый подходящий” 
можно видоизменить, пользуясь, например, следующим более 
совершенным правилом размещения: каждый следующий пред­
мет щ помещаем в тот контейнер, содержимое которого ближе 
всего к величине 1 — s ( u i ) ,  но не превосходит ее (если имеется 
несколько контейнеров, обладающих этим свойством, то выби­
раем из них контейнер с наименьшим номером). Этот алгоритм 
известен под названием “в наилучший из подходящих”. К со­
жалению (и к удивлению многих), алгоритм “в наилучший из 
подходящих” в худшем случае имеет, по существу, те же ха­
рактеристики, что и алгоритм “в первый подходящий”, см. [265].

Несколько лучший приближенный алгоритм можно полу­
чить, если учесть, что наихудшей для алгоритма “в первый под­
ходящий” (а также для алгоритма “в наилучший из подходя­
щих”) оказывается ситуация, когда в упорядочении предметов
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предметы с меньшими размерами идут раньше предметов с 
большими размерами. Предположим, что предметы из U упо­
рядочены непроизвольно, а в порядке уменьшения их размеров 
и перенумерованы так, что s (u i)^  s(« 2) ^  Алго­
ритм применения процедуры “в первый подходящий” к пере­
упорядоченному таким образом списку предметов называется

И ндивидуальная

задача I: U = {ul ,u1, . .  . ,  д Ц )  =
1/7+£ K K 6 m  
l/3 +е 6/77<i<l2m
,V 2+« 12m<£$18m

Рис. 6 .2 . Индивидуальные задачи /  с произвольно большим значением ОРТ (/), 
для которых FF (/) равно 5/3 ОРТ (/).

“в первый подходящий в порядке убывания” (соответствующая 
функция обозначается FFD ( /) ') .  Работа этого алгоритма ха­
рактеризуется следующей теоремой Джонсона [262] (набросок 
доказательства см. в [265]).

Теоремд 6 .2 . Д ля всех индивидуальных задач об упаковке 
выполняется неравенство

F F D (/)< -^ -O P T (/) +  4.

Более того, существуют индивидуальные задачи I, для которых 
ОРТ (/) произвольно велико и

FFD (/) ^  ОРТ (/).

Таким образом, мы имеем гарантию, что алгоритм “в пер­
вый подходящий в порядке убывания” даже в худшем случае 
выдает решение, отличающееся от оптимального не более чем

') Буква D в FFD — это сокращение от Decreasing, т. е. в порядке умень­
шения. — Прим. ред.
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на 22%. Кроме того, встречаются индивидуальные задачи, для 
которых эта оценка достигается. Такой же результат имеет 
место для аналогичного алгоритма “в наилучший из подходя­
щих в порядке убывания”. На рис. 6.3 показан класс примеров, 
позволяющих установить нижнюю оценку для обоих алго­
ритмов.

Доказательство оценки сверху заключается в тщательном 
рассмотрении различных случаев, даже краткое изложение ко­
торых потребовало бы больше места, чем отведено для всей

задача I: U = {ub u2, . . .  ,ui0m}, s(u,) =

1/2 + 6 K i< 6 m  
1/4 + 2е 6m </<12/71
V4 + £ 12m</<18m 
1/4 - 2е 18m</<30m

1/4 ~ 2 е I/4  - 2 е и ш Ш И I/4  —2 с
V4  + 6 V4 - 2 t 1/4+ 2 с I/ 4  + 6 I /4  — 2 е

1 /2 +е
1 /4  + 2 е

1 /2  + 6
I/4  + 6 1/4-26

1/4 + 26 l /4  + е I/4  —2 е
. 6m контейнероС 3m  контейнера! _ 6 m  юнтеж род Ъ пт т ы ш рой Ъ т ш т йнф &

ОРТ (1) =9m FFD.(/)-11t7i
Рис. 6.3. Индивидуальные задачи 1 с произвольно большим значением ОРТ (/), 

для которых FFD (/) равно (11/9) ОРТ (/).

настоящей главы. {Хотя длинные доказательства для задач, 
подобных задаче об упаковке, — обычное явление, отметим, что 
аналогичные результаты для других задач были получены без 
геркулесовых усилий, а для задачи об упаковке несколько бо­
лее слабые оценки можно получить гораздо проще.)

Дальнейшие модификации алгоритма “в первый подходя­
щий в порядке убывания” были предложены в работах [262, 
542]. Цель этих модификаций состояла в получении полино­
миального по времени приближенного алгоритма решения за­
дачи об упаковке с еще лучшими оценками решения. Однако 
ни для одной из этих модификаций пока не получена суще­
ственно лучшая оценка.

Итак, проведенный анализ приближенных алгоритмов ре­
шения задачи об упаковке, можно подытожить следующим об­
разом. Мы начали анализ с изучения оценки погрешности оче­
видного, но весьма разумного алгоритма. Этот анализ прово­
дился посредством получения оценок работы алгоритма в худ­
шем случае и посредством построения примеров, показываю­
щих, что эти оценки не могут быть улучшены. На основе этого
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анализа, а также интуитивных соображений о недостатках ис­
ходного алгоритма мы стали искать другие алгоритмы (воз­
можно, представляющие собой всего лишь более сложные вер­
сии исходного алгоритма) и анализировать их. Оценки погреш­
ностей алгоритмов были выражены в виде отношений, пред­
ставляющих интерес с точки зрения возможности их сравнения 
и в некотором смысле отражающих близость результатов к 
оптимуму. Этот общий подход может служить моделью изуче­
ния NP-трудных оптимизационных задач и в действительности 
широко применяется (хотя, конечно, иногда могут оказаться 
более адекватными и легче доказуемыми оценки другого типа, 
см., например, [96, 399]).

Для формализации этого подхода дадим еще несколько оп­
ределений. Пусть П — задача минимизации (соответственно 
максимизации), а / — произвольная индивидуальная задача из 
Da- Определим отношение RA(I) следующим образом:

о (г \_
о р т  (/)

{  ОРТ (Л \^соответственно RA(/) =  -  )  ■ Погрешностью приближен­
ного алгоритма А решения задачи П назовем величину RA, 
определяемую следующим образом:')

=  inf { г >  I : *„ (/) <  Г д̂ Ш о Т “аУаЛЬШХ } •

Асимптотической погрешностью приближенного алгоритма А 
назовем величину

( найдется N  е  Z+, такое, что RA (/) О  )
Ra =  inf < г ^  1 : для всех I е  Da, для которых выполнено ?.

I соотношение ОРТ (/) ̂  N )
Заметим, что отношения, определенные выше, обладают тем 

свойством, что отношение для задачи минимизации обратно 
отношению для задачи максимизации. Благодаря этому мы по­
лучаем однородную шкалу для градации приближенных алго­
ритмов решения задач разных типов. При этом всегда имеют 
место соотношения и причем чем от­
ношение ближе к 1 , тем меньше погрешность.

*) Для обозначения величины R a (I)  авторы употребляют термин „abso­
lute performance ratio”. Хотя Ra (I)  и безразмерная величина, она, однако, 
не является относительной погрешностью в обычном смысле (определяемой 

А (/) -  ОРТ (I) \ \  ,как ----- Qp-p щ ----- I J . Избегая значительной переделки текста при пере­
воде, мы предпочли для величины R.\(l) термин «погрешность», хотя и созна­
вали компромиссность этого решения. — Прим. ред.



6.1. Оценки погрешности приближенных алгоритмов 163

Отметим также, что Ra не обязательно равно Ra - Так, на­
пример, теорема 6.2 утверждает, что # ffd= 1 1 /9 , н о  легко по­
строить пример такой индивидуальной задачи /, что ОРТ (/) =  
=  2, и FFD (/) =  3, и, значит, RPFD ^  3/2. Для задачи об упа­
ковке асимптотическая погрешность, по-видимому, важнее, 
хотя для задач другого типа более адекватной величиной мо­
жет быть Ra (I). Может оказаться, что для интересующих нас 
приближенных алгоритмов обе характеристики совпадают: 
Ra =  Ra - В любом случае полезно знать обе эти величины, а 
различие между ними учитывать при анализе приближенного 
алгоритма.

В качестве другого примера рассмотрим еще раз задачу о 
коммивояжере, введя в ее условие дополнительное ограниче­
ние. Индивидуальная задача /  по-прежнему представляет собой 
множество С городов и список расстояний между ними. В дан­
ном случае, однако, потребуем, чтобы расстояния подчинялись 
“неравенству треугольника”, т. е. чтобы для каждой тройки 
городов а, Ь, с из множества С было выполнено соотношение

d (а, с) ^ d ( a ,  b) +  d (b, с).

Это условие выполняется, например, когда расстояния между 
городами представляют собой кратчайшие пути в некоторой 
стандартной метрике или если допускаются маршруты, прохо­
дящие через некоторые города по нескольку раз, поскольку 
в последнем случае каждое из заданных расстояний d(ci,Cj) 
может быть заменено длиной кратчайшего пути от ci к с/. Не­
трудно видеть, что и при указанных ограничениях задача ос­
тается NP-трудной. Более того, для всех алгоритмов, которые 
мы рассмотрим в дальнейшем, будет выполнено соотношение 
R a — так что мы ограничимся рассмотрением вели­
чины Ra-

Рассмотрим естественный эвристический алгоритм, назы­
ваемый “ближайший сосед”. Этот алгоритм обозначается NN ‘) 
и описан,например,в работе [162].Пусть С =  (ci, с2, .. .. ст} — 
заданное множество городов. В качестве первого города Схщ 
в искомом маршруте возьмем город ci. Если частичный марш­
рут <сЯ(1), сЛ(2). • • •. сл(*)>, k < .m ,  уже построен, то в качестве 
города сл(*+1) алгоритм выбирает город с, ближайший к городу 
Сл(к) (т. е. город с наименьшим расстоянием с )), из го­
родов, еще не принадлежащих маршруту (если имеется не­
сколько таких городов, можно выбрать город с наименьшим 
номером). Следующая теорема Розенкрантца, Стирнза и Льюи­

*) NN — от английских слов Nearest Neighbor (ближайший сосед).— 
Прим, перев.
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са [457] показывает, что этот приближенный алгоритм может 
вести себя гораздо хуже, чем любой из обсуждавшихся нами 
алгоритмов для решения задачи об упаковке.

Теорема. 6,3. Д ля индивидуальных задач о коммивояжере I 
с т городами и неравенством треугольника выполнено нера­
венство

N N ( / ) < - j ( r io g 2 m - |+  1)ОРТ(/).

Более того, для произвольно больших значений пг существуют 
такие индивидуальные задачи I с m городами, что

NN (/) >  ±  (log, (m +  1) +  у )  ОРТ (/).

Наиболее важное утверждение этой теоремы можно сфор­
мулировать очень кратко: /?nn =  °°; оно показывает не слиш-

Рис. 6.4. Схематическое изображение индивидуальной задачи о коммивоя­
жере, для которой алгоритм «ближайший сосед» работает плохо. В этом 
примере имеется 15 городов, расстояние d (С{, cj) определяется как длина 
кратчайшего пути от е( к с ,̂ получаемого с использованием ребер, изобра­
женных на рисунке. Нетрудно проверить, что эти расстояния подчиняются 
неравенству треугольника. Периметр дает оптимальный маршрут длины 15, 
а алгоритм «ближайший сосед» выдает зачерненный маршрут длины 27.

Таким образом. RNN (/) =  27/25 >  16/9 =  1/3 (logj (m +  1) +  4/3).

ком большую перспективность алгоритма “ближайший сосед”. 
Пример сложной рекурсивной конструкции, используемой для 
получения нижней оценки теоремы 6.3, при m —  15 представ­
лен на рис. 6.4.

Погрешность алгоритма “ближайший сосед” оставляет же­
лать много лучшего. Мы упомянули об этом алгоритме лишь 
для того, чтобы продемонстрировать, что даже весьма разум­
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ные эвристики могут приводить к плохим результатам, отли­
чающимся от оптимума в произвольно большое число раз.

К счастью, другие приближенные алгоритмы решения этой 
задачи работают гораздо лучше. В самом деле, в работе Ро- 
зенкрантца, Стирнза и Льюиса [457] приведено несколько при­
ближенных алгоритмов с погрешностью Ra =  2. Хорошо изве­
стен обладающий этим свойством алгоритм, основанный на по­
нятии “минимальное остовное дерево”. Рассмотрим индивиду­
альную задачу о коммивояжере, представленную в виде пол­
ного графа, вершинами которого являются города, а каждое 
ребро {Ci.ci} имеет “длину” d{ci,C/). В таком графе имеется

Рис. 6.5. Преобразование остовного дерева в маршрут для коммивояжера 
с использованием алгоритма «двойной обход дерева».

очевидное взаимно-однозначное соответствие между всевозмож­
ными машрутами и гамильтоновыми циклами. Остовным деревом 
называется связный подграф, содержащий все вершины и не со­
держащий циклов (т. е. между любыми двумя вершинами 
имеется в точности один путь без повторяющихся ребер). По 
индукции легко доказывается, что в связном графе на m вер­
шинах остовное дерево должно иметь m — 1 ребро. Минималь­
ным остовным деревом называется остовное дерево, сумма длин 
ребер которого минимальна.

В отличие от маршрутов коммивояжера минимальной дли­
ны минимальные остовные деревья можно легко построить, за­
тратив при этом время, ограниченное полиномом невысокой 
степени (см. [308] или [9]). Более того, длина минимального 
остовного дерева для графа задачи о коммивояжере должна 
быть меньше длины минимального маршрута, потому что остов­
ное дерево (более короткое, чем этот маршрут) может быть 
получено из него путем отбрасывания одного ребра. Это наво­
дит на мысль, что достаточно короткий маршрут можно полу­
чить построением минимального остовного дерева с последую­
щим посещением всех городов в результате двойного обхода 
дерева. На рис. 6.5 (б) такой обход указан для дерева 
с рис. 6.5 (а). В результате такого обхода некоторые города
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приходится посещать более одного раза, однако полученный 
маршрут всегда можно сократить, если каждый раз идти сразу 
в следующий еще не посещенный город, как показано на 
рис. 6.5 (в). Неравенство треугольника обеспечивает, чтобы 
в результате такого сокращения длина маршрута не увеличи­
валась.

Таким образом, длина маршрута, получаемого в результате 
изложенной выше процедуры, не превосходит удвоенной длины 
минимального остовного дерева, что строго меньше удвоенной 
длины оптимального маршрута. Обозначим алгоритм “двойного 
обхода минимального остовного дерева” через M ST1). Только 
что доказанный результат формулируется следующим обра­
зом:

Теорема 6.4. Д ля всех индивидуальных задач о коммивоя­
жере I, для которых выполняется неравенство треугольника, 
имеет место неравенство

MST (/) <  2 • ОРТ (/).

Примеры, показывающие, что полученная для алгоритма 
MST оценка наилучшая из возможных и, следовательно, 
/ ? m s t  =  2 , построить нетрудно, и мы оставляем это в качестве 
упражнения.

Идея, лежащая в основе алгоритма MST, была развита Кри- 
стофидисом [71], в результате чего был построен эвристиче­
ский алгоритм решения этой задачи с еще меньшей погреш­
ностью. Для этого используется комбинация техники “паросо- 
четаний” и понятий “эйлеров граф” и “эйлеров маршрут”. Эй­
леровым графом называется граф, у которого все вершины 
имеют четные степени. Эйлеровым маршрутом в графе назы­
вается цикл, проходящий ровно по одному разу через каждое 
ребро. Нетрудно показать, что для того, чтобы граф G был 
эйлеровым, необходимо и достаточно существование в графе G 
эйлерова маршрута (см., например, [357]). Более того, легко 
построить полиномиальный алгоритм отыскания в таком графе 
эйлерова маршрута. Кристофидис заметил, что алгоритм MST 
можно расчленить на четыре стадии: ( 1 ) отыскание минималь­
ного остовного дерева, (2 ) преобразование остовного дерева 
в эйлеров граф посредством дублирования всех ребер графа. 
(3) отыскание в построенном графе эйлерова маршрута, (4 ) 
преобразование с помощью сокращения полученного эйлерова 
маршрута в маршрут для коммивояжера. Поскольку общая 
длина добавляемых ребер равна длине минимального остов-

’) От английских слов Minimum Spanning Tree (минимальное остовное 
дерево). — Прим, перев.
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ного дерева (и, следовательно, меньше минимальной длины 
маршрута для коммивояжера) и так как неравенство треуголь­
ника гарантирует, что замена двух ребер одним не увеличит 
длины маршрута, то длина получающегося маршрута может 
превосходить минимально возможную длину маршрута самое 
большее в два раза. Однако Кристофидис показал, что остов- 
ное дерево можно превратить в эйлеров граф с еще меньшими 
издержками.

Это можно сделать, сосредоточив внимание на множестве 
V "= { a i, а2, . . . ,  Oik} вершин остовного дерева, имеющих не­
четную степень (таких вершин должно присутствовать четное 
число). Паросочетанием в множестве V  называется его раз­
биение на k 2-элементных подмножеств. Весом такого паросо- 
четания называется сумма расстояний d(Ci,Cj), где {с/, С/} — 
подмножество рассматриваемого паросочетания и i <  j (для 
того чтобы избежать дублирования).Любое паросочетание для
V  дает нам k ребер, добавление которых к остовному дереву 
превращает его в эйлеров граф. Общая длина этих ребер равна 
весу паросочетания. Паросочетанием минимального веса назы­
вается паросочетание, вес которого минимален среди весов 
всех возможных паросочетаний. Паросочетания минимального 
веса могут быть найдены за полиномиальное время стандарт­
ными методами (см., например, [324]). В приближенном алго­
ритме Кристофидиса стадия 2 алгоритма MST заменяется про­
цедурой отыскания минимального паросочетания для множе­
ства V' с последующим превращением остовного дерева в эйле­
ров граф посредством добавления соответствующих ребер.

Основное наблюдение, позволяющее оценить погрешность 
этого алгоритма, состоит в том, что вес паросочетания мини­
мального веса не может превосходить половины длины мини­
мального маршрута для коммивояжера. В этом можно убе­

диться следующим образом. Превратим вначале маршрут ми­
нимальной длины в маршрут только на вершинах из V'. Этого 
можно добиться, исключив из заданного маршрута вершины, 
не принадлежащие V . В результате, в силу неравенства тре­
угольника, получится маршрут, длина которого не превосходит 
длины исходного. Построенный маршрут задает на множестве
V  два паросочетания, которые получаются, если брать ребра 
в маршруте через одно. Наименьший из весов этих двух паро­
сочетаний не превосходит половины длины маршрута. Обозна­
чив построенный алгоритм через ММ1) получаем следующую 
теорему.

') ММ — от английских слов Minimum Matching (минимальное паросоче- 
танне). — Прим, перев
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Теорема 6.5. Для всех индивидуальных задач о коммивоя­
жере, для которых выполняется неравенство треугольника, 
имеет место неравенство

ММ (/)< -§ -ОРТ (/).

Как й раньше, нетрудно построить примеры, показываю­
щие, что эта оценка, по существу, наилучшая возможная (см., 
например, [97]) и поэтому 7?мм =  3Д- В настоящее время не 
йзвестен приближенный полиномиальный алгоритм решения 
задачи о коммивояжере с неравенством треугольника, погреш­
ность которого была бы меньше.

Полученные выше результаты для задачи о коммивояжере, 
подобно результатам для задачи об упаковке, представляют 
собой характерный пример того, на что можно надеяться при 
решении трудных задач полиномиальными алгоритмами. В обеих 
задачах имеется гарантия отыскания приближенных решений, 
Довольно близких к оптимальному, хотя ни для одной из них 
наилучшая оценка погрешности решения не так близка к 1 ,как 
хотелось бы.

К сожалению, имеется большое число NP-трудных задач 
другого типа, для которых не известны полиномиальные алго­
ритмы, даже с такой оценкой погрешности. Один из примеров 
подобных задач — задача о раскраске графа: “Задан граф G =
=  (V ,£), требуется найти такую функцию 1 , 2 .........k},
что 1(и)ф\ (р) ,  если {«, v} е  Е и k — наименьшее возможное”. 
В данном случае множество допустимых решений состоит из 
всех таких функций/: У->-{1, 2, . . . ,  | V | }, что ( {и )ф f(v),  если 
{и, у } е £ . Величина допустимого решения f равна max {f (v): и е  
е  V}. В работе Джонсона [264] для большого числа полино­
миальных приближенных алгоритмов А решения задачи о рас­
краске графа доказано существование такой константы с и та­
кого бесконечного множества графов G =  (V,E),  что

A ( G ) > c - \ PI-O PT(G ).

Более того, наилучшая из известных в настоящее время оценок 
погрешности для полиномиальных алгоритмов Л решения за­
дачи о раскраске графа имеет вид

Л(0)=1Йпч°рт(0)
(см. [264]). Иными словами, для задачи о раскраске графа не 
известен полиномиальный приближенный алгоритм с оценкой 
погрешности, хотя бы близкой к оценке RA <  °°.

Задача о раскраске графа, таким образом, представляется 
более трудной, чем Задача об упаковке и задача о коммивоя­
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жере с неравенством треугольника. Для этой задачи за поли­
номиальное время мы не только не можем получить гарантиро­
ванного оптимального решения (если Р Ф  NP), но даже разум­
ных оценок приближения к оптимальному решению. Две другие 
задачи, которые представляются в такой же степени не под­
дающимися решению, — это задача отыскания максимального 
по мощности множества независимых вершин в графе и задача 
отыскания минимального маршрута для коммивояжера, если 
не требовать выполнения неравенства треугольника. (В сле­
дующем разделе мы еще вернемся к этим задачам.)

Следует отметить, что возникающее очевидным образом под­
разделение задач на хорошо и плохо решаемые приближен­
ными методами, по-видимому, не имеет отношения к тому 
факту, что эти задачи тесно связаны посредством полиномиаль­
ных сводимостей. Можно было бы думать, что такая своди­
мость позволяет преобразовать хороший приближенный алго­
ритм решения одной задачи в хороший приближенный алго­
ритм решения другой. Однако, вообще говоря, это не так, что 
можно увидеть из приведенного ниже примера.

Напомним, что в разд. 3.1.3 было установлено, что задачи 
ВЕРШИННОЕ ПОКРЫТИЕ и НЕЗАВИСИМОЕ МНОЖЕ­
СТВО очень тесно связаны. Для графа G =  {V,E)  подмноже­
ство V  £  V является независимым множеством тогда и только 
тогда, когда дополнительное подмножество V \ V '  является вер­
шинным покрытием в G. Более того, эта взаимосвязь перено­
сится и на соответствующие оптимизационные задачи. Множе­
ство V '— максимальное независимое множество в G тогда и 
только тогда, когда К \ У '— .минимальное вершинное покры­
тие в G (в рассматриваемых случаях в качестве величины ре­
шения берется число вершин в независимом множестве и вер­
шинном покрытии соответственно). Однако, хотя нам не из­
вестен приближенный полиномиальный алгоритм с погреш­
ностью Ra <  оо для решения задачи о максимальном неза­
висимом множестве (см. [263]), имеется очевидный алгоритм 
отыскания минимального вершинного покрытия с погреш­
ностью Ra ^  2 (см. [167]).

Последний алгоритм основан на идее “максимального паро- 
еочетания” в графе. Паросочетанием в графе G =  {Vt Е) назы­
вается такое множество Е' с  Е, что никакие два ребра из 
Е' не имеют общей вершины (взаимоотношение между этим 
понятием и понятием, использовавшимся в алгоритме Кристо- 
фидиса для задачи о коммивояжере, совершенно очевидно). 
Паросочетание Е' называется максимальным, если каждое из 
ребер, оставшихся в множестве Е \Е ',  имеет общую вершину 
с некоторым элементом множества Е'. Максимальное паросо­
четание строится очень просто за полиномиальное время: к не­
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которому уже построенному паросочетанию последовательно 
добавляются ребра, пока это возможно. Более того, заметим, 
что если Е' — максимальное паросочетание для G, то множе­
ство всех кондов ребер из Е' должно быть вершинным покры­
тием G (в противном случае Е' не максимально). Такое вер­
шинное покрытие имеет мощность, равную 2 | £■' | . Важное об­
стоятельство состоит в том, что любое паросочетание для G 
должно иметь по крайней мере I f 'l  вершин, поскольку оно 
должно включать по крайней мере один конец каждого ребра 
рассмотренного паросочетания Е'. Таким образом, мощность 
вершинного покрытия, которое строится по паросочетанию Е', 
не превосходит удвоенной мощности минимально возможного 
паросочетания.

Причина весьма различного поведения задач о максималь­
ном независимом множестве и минимальном вершинном по­
крытии по отношению к решению полиномиальными прибли­
женными алгоритмами становится ясна, если мы попытаемся с 
помощью полиномиального сведения одной задачи к другой 
преобразовать приведенный выше алгоритм решения одной из 
них в алгоритм решения другой. Предположим, что имеется 
граф с 1 0 0 0  вершинами и минимальное вершинное покрытие 
мощности 490. Указанный выше приближенный алгоритм га­
рантирует, что найденное с его помощью вершинное покрытие 
имеет мощность не более 980, поскольку отношение не пре­
восходит 2 , однако отношение мощностей соответствующих не­
зависимых множеств может достигать величины

1000 -  490 510 „ г -
1000 -  980 — 20 —

Хотя сводимость сохраняет оптимальные решения, она не со­
храняет отношения величины оптимального решения к вели­
чине приближенного. Нет оснований полагать, что близкое к 
оптимуму допустимое решение одной задачи отображается в 
близкое к оптимуму допустимое решение другой задачи. Таким 
образом, для того чтобы сводимости, используемые для дока­
зательства NP-полноты можно было использовать для преобра­
зования хороших приближенных алгоритмов решения одной 
задачи в аналогичные алгоритмы решения другой, необходимо, 
чтобы сводимости сохраняли величину решений более равно­
мерно.

Рассмотренные нами типы поведения приближенных алго­
ритмов не исчерпывают всех возможностей. Мы видели, что 
некоторые задачи решаются приближенно гораздо хуже, чем 
задача об упаковке. С другой стороны, имеется ряд задач, ко­
торые представляются значительно более простыми.
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Вернемся, например, к определенной в разд. 3.2.1 задаче 
РЮКЗАК. Ее оптимизационный вариант формулируется сле­
дующим образом: “Задано конечное множество U “предметов”, 
для каждого из u €  U+ “размер” s ( u ) e  Z+ и “стоимость” и (и )е  
e Z +, а также положительное число fl ^  max {s(u): u ^ U ) — 
“емкость рюкзака". Требуется найти такое подмножество 
U' s  U, что X  s ( u ) ^ B ,  и величина £  »(м) принимает

» e l / '  и е  £/'
наибольшее возможное значение”. Иными словами, необходимо 
максимизировать ценность того, что помещается в “рюкзак", 
при условии, что сумма размеров предметов, помещенных в 
рюкзак, не превосходит его емкости.

Один простой приближенный алгоритм решения этой задачи 
работает следующим образом. Упорядчиваем множество U =  
=  {u\,U2 , . . . .  Мл} по убыванию “удельной ценности”, т. е. так, 
что v{u\)/s{ui)  ^  v (ыг)Л(и2) ^  ••• ^  v(un) / s (un)- Затем, на­
чиная с пустого множества U', последовательно добавляем к 
нему предметы из списка, причем при добавлении предмета ui 
проверяем, не превосходит ли сумма размеров, уже содержа­
щихся в LJ' предметов, величины В — s(ut).  Затем сравниваем 
стоимость решения, полученного этим “жадным алгоритмом” с 
максимумом стоимости предметов из множества U и выбираем 
из этих двух величин наибольшую. Не представляет труда до­
казать, что построенный таким образом составной жадный ал­
горитм GA ‘ )  имеет погрешность / ? g a  =  2 .

Однако, включая этот алгоритм в более совершенную про­
цедуру, можно достичь гораздо большего. Сахни [464] показал, 
что для всех k ^  1 существует такой приближенный полино­
миальный алгоритм Ak, что RAk ^  1 +  (1/fc). Основная идея по­
строения такого алгоритма заключается в испытании в каче­
стве исходного множества U' всех возможных множеств, со­
стоящих не более чем из k предметов, и последующего добав­
ления к нему (с использованием алгоритма GA) как можно 
большего числа предметов. Затем наилучшее из полученных 
множеств берется в качестве приближенного решения.

К сожалению, хотя для каждого фиксированного значения k 
время работы соответствующего алгоритма фактически поли­
номиально зависит от п, log V и logS (где V =  тах{о(ы ): и е  
е  U} и S =  m a x { s (u ) :u e l /} ) ,  эти полиномы всегда содер­
жат k в показателе. Чтобы гарантировать решения, очень близ­
кие к оптимальному, пришлось бы обратиться к алгоритму, 
временная сложность которого была бы полиномом очень вы­
сокой степени и который мог бы оказаться весьма дорогим для *)

*) GA — от английских слов Greedy Algorithm (жадный алгоритм).— 
Прим, перев.
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применения на практике. Тем не менее указанные алгоритмы 
ведут себя, по крайней мере теоретически, лучше, чем алго­
ритмы для задачи об упаковке, поскольку, как мы видели, для 
последней задачи не известно приближенного полиномиального 
алгоритма с относительной погрешностью R a, существенно луч­
шей, чем 11/9. Для задачи о рюкзаке имеются полиномиальные 
алгоритмы, для которых Ra как угодно близка к 1 .

Более того, недавно Ибарра и Ким [248] ') доказали, что 
для задачи о рюкзаке может быть построено приближенное 
решение с аналогичной оценкой погрешности без использова­
ния алгоритма, содержащего k  в показателе. Этот результат 
базируется на том, что задача о рюкзаке может быть решена 
псевдополиномиальным оптимизационным алгоритмом. Ибарра 
и Ким показали, как за счет потери точности посредством ок­
ругления и масштабирования подобный оптимизационный алго­
ритм может быть превращен в полиномиальный.

Для иллюстрации этого метода предположим, что А — псев- 
дополиномиальный оптимизационный алгоритм решения задачи 
о рюкзаке, временная сложность которого имеет порядок, ска­
жем,

О (n2V log(raKS)).

Каждую индивидуальную задачу о рюкзаке можно модифици­
ровать, заменяя стоимости и (и) всех предметов u ^ U  новой 
величиной v ' ( u ) =  \_v(u) /K\ ,  для некоторого фиксированного 
К >  0. Для применения алгоритма А к возникшей в результате 
индивидуальной задаче требуется время порядка

0 (n 2 (K/K)log(«KS)).
Более того, поскольку оптимальное решение не может содер­
жать больше чем п предметов, то имеется следующая взаимо­
связь между О РТ(/), стоимостью оптимального решения исход­
ной задачи, и ОРТ(/')> стоимостью оптимального решения мо­
дифицированной задачи:

ОРТ (/) -  К ■ ОРТ (/') <  Кп.

Заметим, что К -О РТ (/)' не превосходит стоимости оптималь­
ного решения задачи /', выраженной в исходных стоимостях 
предметов. Таким образом, если взять оптимальное решение U' 
задачи Г  в качестве приближенного решения задачи I, то его 
стоимость будет отличаться от стоимости оптимального реше­
ния задачи /  не более чем на Кп.

Желаемый результат получается теперь, если выбирать К 
зависящим от исходной индивидуальной задачи /. В частности,

См. также работы Бабата [13*, 14*]. — Прим, ред.
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можно положить К =  V/ (k  +  \)п,  где k — фиксированное по­
ложительное целое число. В результате получается приближен­
ный алгоритм At,  имеющий временную сложность порядка 
0 ( k n3 log(nKS)) и, следовательно, ограниченную полиномом от 
п, log V, logS и k (время, затрачиваемое на построение по ин­
дивидуальной задаче I  задачи I', не превосходит времени ра­
боты алгоритма А на входе / ') .  Более того, поскольку

Ак (!) >  ОРТ (/) -  Кп =  ОРТ (!) -  VJ(k +  1)
и так как ОРТ (/) ^  V, получаем

Ялк(П
ОРТ (/) ^  A k ([) +  v / ( k  +  1) ^  

A k U )  ^  А „( 1)  ^
<- ] | УШ* +  1)

1 "Г V _  v/(k +  1) 1 + (!/* ).

что и утверждалось. (Алгоритм Ибарры и Кима несколько 
сложнее, однако приведенных рассуждений достаточно для ил­
люстрации основной идеи.)

Аппроксимационные возможности, выявленные на примере 
этих алгоритмов, не ограничиваются исключительно задачей о 
рюкзаке, а проявляются также в некоторых других ситуациях. 
Поэтому для обсуждения результатов подобного типа полезно 
иметь общую терминологию. Назовем аппроксимационной схе­
мой для оптимизационной задачи П алгоритм А, который, на­
чиная работать на входе, состоящем из двух объектов — инди­
видуальной задачи / е й п  и “желаемой точности” е >  0 , вы­
дает такое допустимое решение e e S n ( / ) ,  что

RAe( I ) <  1 + е .
Здесь термин “схема” используется по той причине, что в дей­
ствительности А представляет собой набор приближенных ал­
горитмов решения задачи П, по одному для каждого значения 
е >  0 .

Приближенная схема А называется приближенной схемой 
с полиномиальным временем работы (или просто приближен­
ной полиномиальной схемой), если для каждого е >  0  соответ­
ствующий алгоритм А е имеет полиномиальную временную 
сложность. Приближенная схема А называется вполне полино­
миальной приближенной схемой, если ее временная сложность 
ограничена полиномом от Length [/] и 1/е. Таким образом, по­
следовательность алгоритмов, предложенная Сахни [464], пред­
ставляет собой полиномиальную приближенную схему для за­
дачи о рюкзаке, однако она не является вполне полиномиаль­
ной приближенной схемой. Последовательность алгоритмов 
Ибарры и Кима [248] представляет собой вполне полиномиаль­
ную приближенную схему для этой задачи.
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Некоторые улучшения приближенной схемы Ибарры и Кима 
обсуждаются в работе [329]. Аналогичные приближенные схе­
мы для задач, похожих на задачу о рюкзаке, а также для не­
которых задач из теории расписаний можно найти в работах 
[465] и [221]. Основная идея всех этих приближенных схем 
аналогична описанной выше: в качестве основы схемы берется 
псевдополиномиальный алгоритм, затем применяются методы 
округления и масштабирования для того, чтобы за счет огра­
ниченного уменьшения точности значительно уменьшить время 
работы алгоритма.

Вполне полиномиальные приближенные схемы во многих 
отношениях — это лучшее, на что можно рассчитывать при ре­
шении NP-трудных задач оптимизации. Если Р Ф  NP, то для 
решения такой задачи, как нам известно, не удается построить 
приближенного полиномиального алгоритма А, для которого 
Ra =  1. Однако поскольку /?“  — величина, определяемая асимп­
тотически, то вполне возможно существование полиномиаль­
ного алгоритма с 7?д =  1. Например, Липтон и Тарьян [354] 
указали приближенный полиномиальный алгоритм А для оты­
скания максимальных независимых множеств в планарных гра­
фах (эта подзадача на плоских графах остается NP-трудной) 
с оценкой отклонения от оптимума

| А (/) -  ОРТ (/) | <  0 ( l /V lo g lo g  О РТ (/)) • ОРТ (/).

Другая возможность достичь отношения RX =  1 состоит в том, 
чтобы ограничить величину | Л (/) — ОРТ (/) | константой, не 
зависящей от /. Например, для задачи упаковки можно было бы 
попытаться получить такой приближенный полиномиальный ал­
горитм, что А (/) ОРТ ( / ) +  1 для всех индивидуальных за­
дач /. Хотя для задачи об упаковке такой алгоритм не изве­
стен, Горовитц и Сахни [222] показали, что его можно 
построить для NP-трудной задачи об упаковке максимально воз­
можного числа предметов в два контейнера. Подобных резуль­
татов о разности |А ( /)— ОРТ(/) | для NP-трудных задач из­
вестно немного, однако несколько задач, для решения которых 
не известно полиномиального алгоритма, удается приблизить 
подобным образом; см. [504, 286, 285].

6.2. ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ NP-ПОЛНОТЫ 
К ОТЫСКАНИЮ ПРИБЛИЖЕННЫХ РЕШЕНИИ

До настоящего времени мы не привели никаких аргумен­
тов в пользу того, что выявленные различия в возможности 
приближенного решения NP-трудных задач имеют объектив­
ные причины, а не являются просто результатом нашего неуме­
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ния находить хорошие приближенные алгоритмы. В настоящем 
разделе будет показано, что некоторые из этих различий в дей­
ствительности — неотъемлемая черта самих задач и что теорией 
NP-полноты можно воспользоваться для того, чтобы очертить 
границы возможностей приближенного решения конкретной за­
дачи.

Для оптимизационной задачи П назовем асимптотически 
наилучшей достижимой относительной погрешностью величину

г для решения задачи П существует такой
/?min (II) =  inf г > 1 :  приближенный полиномиальный алго-

I ритм А, что Ra =  г.

На основе результатов, изложенных в предыдущем разделе, 
можно предположить, что существуют NP-трудные задачи, для 
которых /?min(II) =  oo, существуют NP-трудные задачи, для 
которых 1 <  /?мш(П) <  оо, а также NP-трудные задачи, для 
которых /?min (П) — 1. Если реализуется последняя возмож­
ность, то можно выделить следующие важные подслучаи: П мо­
жет быть решена ( 1 ) полиномиальной приближенной схемой,
(2 ) вполне полиномиальной приближенной схемой, (3) прибли­
женным полиномиальным алгоритмом А, для которого Ra =  1, 
и (4) приближенным полиномиальным алгоритмом, А, для ко­
торого при некотором фиксированном К выполнено неравен­
ство |Д(7)— ОРТ(/) | ss:/(. Конечно, возможны и другие типы 
оценок отклонения от оптимума, но перечисленные четыре типа 
оценок в настоящее время наиболее изучены, и в дальнейшем 
мы ограничимся только ими.

При поиске доказательства того, что для конкретной задачи 
некоторые из перечисленных возможностей не могут быть реа­
лизованы, мы, как обычно, наталкиваемся на то обстоятель­
ство, что пока не известно, совпадают ли классы Р и NP. По­
этому по-прежнему остается возможным, что все NP-эквива- 
лентные задачи поддаются решению точно за полиномиальное 
время (все обсуждавшиеся до сих пор оптимизационные задачи 
являются как NP-легкими, так и NP-трудными). По этой при­
чине мы опять ограничимся условными результатами, доказы­
вая, что если Р ф  NP, то задача П не может быть решена 
приближенным полиномиальным алгоритмом определенного 
типа.

Вначале рассмотрим одну из наиболее естественных оценок 
отклонения от оптимума, а именно результат вида “для всех 
индивидуальных задач / имеет место оценка | /4(/) — O P T (/) |s^  
sg; К, где К — константа”. Пример задачи, для которой такая 
оценка исключается, дает нам задача о рюкзаке; ее оптимиза­
ционный вариант был определен в предыдущем разделе.
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Теорема 6 .6 . Если Р ф  NP, то не существует полиномиаль­
ного приближенного алгоритма А для решения задачи о рюк­
заке с оценкой

I Л ( / ) - О Р Т ( / ) |< Я ,

где К — некоторая фиксированная константа.
Доказательство. Предположим противное, т. е. что А — ал­

горитм, обладающий этим свойством (не ограничивая общности, 
можно предполагать, что К — положительное целое число). По­
кажем, что алгоритм А можно применить для точного решения 
задачи о рюкзаке за полиномиальное время, что противоречит 
предположению Р ф  NP. Соответствующая процедура очень 
проста. Если задана любая индивидуальная задача о рюк­
заке /, построим по /  новую индивидуальную задачу /', заме­
няя стоимость v{u) каждого предмета величиной ( /С + 1 )о(ц), 
и применим к задаче I алгоритм А. Очевидно, что все это мож­
но осуществить за полиномиальное время. Более того, допусти­
мые решения задачи I оказываются точно такими же, как и у 
задачи /, а величина решения задачи / '  ровно в К +  1 раз 
больше величины соответствующего решения задачи I. По­
скольку величина любого решения задачи / — целое кратное 
величины / ( + 1 .  то из соотношения 1Л (/')— О Р Т ( / ) |^ / (  не­
медленно следует, что \А(1') — О Р Т (/') | =  0 и, следовательно,

| А' (/) -  ОРТ (/) I =  | А (/') -  ОРТ (/') №  +  1 ) =  О,

где А' обозначает описанный выше алгоритм. Таким образом, 
допустимое решение, конструируемое алгоритмом А', обяза­
тельно будет оптимальным, так что А' — полиномиальный оп­
тимизационный алгоритм решения задачи о рюкзаке, что про­
тиворечит предположению Р ф  NP. ■

Единственное свойство, использовавшееся в этом доказа­
тельстве, заключается в том, что величины всех решений можно 
умножить на произвольную константу ы; при этом множество 
допустимых решений не изменится. Поскольку это свойство 
выполняется и для многих других задач, например задачи о 
коммивояжере (с неравенством треугольника), то легко ви­
деть, что доказательства этого типа широко применимы. Менее 
очевидно, что эта же идея применима к решению задач совер­
шенно иной природы. Рассмотрим, например, задачу о макси­
мальном независимом множестве. В этой задаче нет чисел, ко­
торые можно было бы умножить, поэтому “умножим” весь граф 
целиком!

Теорема 6.7. Если Р Ф  NP, то не существует приближенного 
полиномиального алгоритма для решения задачи о максималь­
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ном независимом множестве с оценкой
1/4(0) — ОРТ (G) | ^  К 

для некоторой фиксированной константы К.
Доказательство. Предположим, что А — приближенный ал­

горитм, обладающий этим свойством, и опять предположим, что 
К — положительное целое число. Как и в предыдущем доказа­
тельстве, покажем, что А можно применить для построения по­
линомиального оптимизационного алгоритма, что противоречит 
предположению Р ф  NP. Пусть граф G определяет индивиду­
альную задачу о вершинном покрытии. Процедура заключается 
в построении нового графа О', состоящего из К ■+- 1 экземпля­
ров графа О. Нетрудно видеть, что OPT(G') =  (K +  l)O PT(G ). 
Более того, для графа G можно построить независимое множе­
ство, состоящее по крайней мере из \  A(G' ) / { К  1)1 вершин.
Для этого достаточно посмотреть, сколько вершин алгоритм А 
выбирает из каждого экземпляра графа G, и среди этих под­
множеств взять подмножество максимальной мощности. По­
скольку

i A (GO -  ОРТ (GO | - | Д  (GO -  (К +  1) ОРТ (G) | <  К,

то независимое множество для G будет содержать в точности 
OPT(G) вершин. Следовательно, приведенная выше процеду­
р а— оптимизационный алгоритм для решения задачи о макси­
мальном независимом множестве. Этот алгоритм полиномиаль­
ный по времени, так как К — константа, не зависящая от G. ■

В качестве упражнения читатель может попытаться вос­
пользоваться этим подходом, чтобы доказать аналогичный ре­
зультат для задачи отыскания минимального покрывающего 
множества — оптимизационного аналога задачи МИНИМАЛЬ­
НОЕ ПОКРЫТИЕ, определенной в разд. 3.2.1.

Прежде чем от результатов о разности вернуться к резуль­
татам об относительной погрешности, отметим, что возможны 
результаты промежуточного типа. Несколько видоизменив тех­
нику, примененную в доказательстве теоремы 6.7, для задачи 
о максимальном независимом множестве можно показать, чго 
каковы бы ни были К и е >  0 , не существует полиномиального 
приближенного алгоритма с оценкой

| A (G) -  ОРТ(G) | < К  • О РТ(G)1-'

(если P=?^NP). Аналогичные результаты для этой и других 
задач получены в работах [402] и [309]. Заметим, однако, что, 
как видно из результатов Липтона и Тарьяна [354], упомяну­
тых в конце предыдущего раздела, результаты этого типа не
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исключают возможности существования полиномиального при­
ближенного алгоритма с погрешностью /?" =  1. Единственный 
известный способ доказательства того, что не существует поли­
номиального приближенного алгоритма А с асимптотической 
погрешностью /?“ =  1 (если Р ф  NP), состоит в доказательстве 
того, что из Р ф  NP следует /?мпч(П)> 1, т. е. принципиально 
более сильное утверждение. Поскольку такие доказательства 
удобнее считать доказательством нижней оценки для величины 
Ялим(П) (в случае когда 1 -</?м 1м(П) <  оо), то мы временно 
отложим их обсуждение; вместо этого изучим вопрос о возмож­
ности решения задачи П вполне полиномиальной приближенной 
схемой.

Напомним, что в предыдущей главе было сказано, что все 
известные вполне полиномиальные приближенные схемы для 
решения NP-трудных задач имеют источником псевдополино- 
миальные оптимизационные алгоритмы. В связи с этим не уди­
вительно, что сильная NP-полнота оказывается связанной с 
существованием таких схем. В действительности взаимосвязь 
псевдополиномиальных алгоритмов с вполне полиномиальными 
приближенными схемами носит двусторонний характер. Пусть 
П — оптимизационная задача, a Length[/] и М ах[/]— две, свя­
занные с ней меры индивидуальных задач (см. разд. 4.2), и 
предположим, что величины всех решений — положительные 
целые числа. Следующий результат доказан в работах Гэри и 
Джонсона [151, 152].

Т е о р е м а  6 .8 . Если существует такой полином q, зависящий 
от двух переменных, что для любой индивидуальной задачи 
1 е  Dn выполнено соотношение

ОРТ (/) <  q (Length [/], Max [/]),

то из существования вполне полиномиальной приближенной 
схемы для решения задачи П следует существование псевдопо- 
линомиального оптимизационного алгоритма решения задачи II.

Доказательство. Предположим, что А — подобная схема для 
решения задачи П. Соответствующий оптимизационный алго­
ритм А' работает следующим образом. Пусть /  — некоторая 
индивидуальная задача, положим

е =  ^(Length [/], Мах [/])” '

и применим к задаче /  схему А при заданной точности е. За 
время, ограниченное полиномом от Length[/], и

q (Length [/J, Мах[/])
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и следовательно, за псевдополиномиальное время, алгоритм А 
находит допустимое решение задачи /  с погрешностью

/? „ ,( / )<  1 + в .

Предположим, что П — задача максимизации (аналогичные 
рассуждения применимы и в том случае, когда П — задача ми­
нимизации). Тогда, в силу определения е и предположения о q, 
имеем

О Р Т ( /)< (1 + е )Л е (/)
или

ОРТ (/) — /4е (/) ^  е • ОРТ (/) <  1.

Однако, поскольку значения всех решений — целые числа, от­
сюда вытекает, что Л8(/) =  ОРТ(/) и, следовательно, А' за 
псевдополиномиальное время находит оптимальное решение, 
что и требовалось доказать. ■

В качестве следствия получаем метод доказательства не­
возможности существования вполне полиномиальной оптимиза­
ционной схемы для решения задачи П.

Следствие. Пусть П — оптимизационная задача с целочис­
ленными величинами решений, удовлетворяющая предположе­
ниям теоремы 6 .8 . Если П является К?-трудной в сильном 
смысле задачей, то (при Р ф  NP) П не может быть решена 
вполне полиномиальной приближенной схемой.

Два основных условия следствия заключаются в том, что 
величины решений задачи П — не слишком большие целые чис­
ла и что П NP-трудна в сильном смысле. Эти условия выпол­
няются для многих представляющих интерес задач, включая, 
например, задачи об упаковке, раскраске графа, о максималь­
ном независимом множестве и минимальном вершинном по­
крытии. Таким образом, мы владеем общим весьма сильным 
методом доказательства того, что не существует вполне поли­
номиальных приближенных схем.

Несколько труднее доказывать невозможность существова­
ния приближенных полиномиальных, но не вполне полиноми­
альных схем. Простейший способ заключается, по-видимому, 
просто в доказательстве того, что если Р ф  NP, то для неко­
торого г >  1 не существует полиномиального приближенного 
алгоритма А решения задачи П с погрешностью RA <  г. За­
дача о раскраске графа представляет собой пример задачи, 
для которой существование такого г очевидно. В самом деле,
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полиномиальный алгоритм А для решения задачи о раскраске 
графа с погрешностью R a <  4/3 должен был бы раскрашивать 
3-раскрашиваемый граф не более чем в 3 цвета и, следователь­
но, решал бы NP-полную задачу РАСКРАШИВАЕМОСТЬ 
ГРАФА В 3 ЦВЕТА за полиномиальное время. Таким образом, 
если P = ^N P , то приближенного алгоритма с такой погреш­
ностью не существует и, следовательно, не существует полино­
миальной приближенной схемы для задачи о раскраске графа. 
Изложенную выше идею можно сформулировать в виде не­
сложной теоремы.

Теорема 6.9. Пусть П — задача минимизации, величины всех 
решений которой — неотрицательные целые числа. Предполо­
жим, что для некоторого фиксированного К е  Z+ задача рас­
познавания: “Задана индивидуальная задача I е  Dn, верно ли, 
что О Р Т (/)^ /С ? ” является NP-трудной. Тогда если Р Ф  NP, 
то не существует полиномиального приближенного алгоритма А 
решения задачи П с погрешностью RA <  1 +  1 //С и П не может 
быть решена полиномиальной приближенной схемой.

Конечно, для задач максимизации имеет место аналогичный 
результат. Теорема 6.9 применима также к задаче об упаковке 
(при К — 2 ), задаче минимизации срока выполнения заданий, 
возникающей из задачи РАСПИСАНИЕ С ОТНОШЕНИЕМ 
ПРЕДШЕСТВОВАНИЯ из разд. 4.1 (при К =  3), см. [336], и 
множеству других задач. Однако имеется целый ряд задач, не 
содержащих NP-трудных подзадач нужного вида, и для них 
вопрос о существовании полиномиальной приближенной схемы 
остается открытым.

Вернемся теперь к вопросу об отыскании нижней оценки ве­
личины / ? m in  (П ). Заметим, что теорема 6.9 не дает возмож­
ности получить такую оценку, поскольку в ее формулировке 
участвует только R a , а наилучшая достижимая нижняя оценка 
величины Ra не обязательно справедлива для асимптотической 
погрешности /?“ . Это можно пояснить на примере задачи об 
упаковке. Теорема 6.9 утверждает, что если P ^ N P ,  то для 
решения задачи об упаковке не может существовать полино­
миального приближенного алгоритма А с погрешностью RA <  
< 3 /2 .  С другой стороны, как мы уже видели, /?“fd= 11/9< 
<  3/2. На самом деле, даже предполагая, что Р ф  NP, можно 

лишь утверждать, что в задаче об упаковке имеет место нера­
венство 1 < # М 1м (П Х  11/9.

Тем не менее для некоторых задач оценки, получаемые с 
помощью теоремы 6.9, могут быть так усилены, что они ока­
жутся справедливыми и для асимптотической погрешности. По­
ясним это на задаче о раскраске графов.



6.2. Отыскание Приближенных решений 181

Теорема 6.10. Если Р ф  NP, то для решения задачи о рас­
краске графов не существует полиномиального приближенного 
алгоритма А с асимптотической погрешностью /?”  <  4/3.

Доказательство. Покажем, что с помощью любого такого 
алгоритма А можно было бы получить полиномиальный алго­
ритм для задачи РАСКРАШИВАЕМОСТЬ ГРАФА В 3 ЦВЕ­
ТА, что противоречит предположению Р ф  NP. В конструкции 
используется понятие “композиция” двух графов. Пусть G\ =  
=  (K i,£i) и G2 =  (V2, Е2) — два графа. Композицией G — 
=  G,[G2] этих графов называется граф с множеством вершин 
V =  V\ X  V2 и множеством ребер

Е = (0 1 . гг)}
либо {«1, о,} е  Еи
либо u> — vx и {и2, е  £2.

Пример композиции двух графов представлен на рис. 6 .6 . Ком­
позицию Gi [G2] удобно представлять себе как результат за­
мены каждой вершины графа ь 
G\ экземпляром графа G2 с по­
следующей заменой каждого 
ребра графа G\ полным дву­
дольным подграфом, соеди­
няющим каждую вершину эк­
земпляра, соответствующего 
одной вершине ребра, с каж­
дой вершиной экземпляра, со­
ответствующего второй вер­
шине этого ребра.

Рассмотрим следующий ал­
горитм для задачи РАСКРА­
ШИВАЕМОСТЬ ГРАФА В 3 
ЦВЕТА. Поскольку /?”  <  4/3, 
то существует такое неотрица­
тельное целое число К е  Z+, 
что для всех графов G с 
O P T (G )^ K  выполняется со-

Рис. 6.6. Композиция Gi [Gs] графов 
G i и 6г.

отношение A(G)  ^  (4/3)
OPT(G). Пусть G =  (V,E)  — произвольная индивидуальная 
задача РАСКРАШИВАЕМОСТЬ ГРАФА В 3 ЦВЕТА. 
Пусть G'— полный граф на К вершинах. Положим G* =  
=  G '[G]. Заметим, что G* — это в точности К изоморфных эк­
земпляров графа G, причем любые две вершины из различных 
экземпляров соединены ребром, поэтому

ОРТ (G*) =  К  • ОРТ (G) ̂  К.
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Более того, размер графа G* и время, необходимое для его 
построения (поскольку К не зависит от G), ограничены поли­
номами от размера графа G. Поэтому время работы алгоритма 
А на графе G* также будет ограничено полиномом от размера 
графа G. Однако если G 3-раскрашиваем, то справедливы не­
равенства

A (G*) < (4/3) • ОРТ (G*) <  (4/3) • 3К =  4К.

С другой стороны, если G нераскрашиваем в 3 цвета, то 
A (G *)>O PT(G *)>4A .

Следовательно, G можно раскрасить в три цвета тогда и толь­
ко тогда, когда A (G *)< 4 /(. Поэтому процедура, состоящая в 
построении графа G* и применении к нему алгоритма А, даег 
полиномиальный алгоритм для решения задачи РАСКРАШИ- 
ВАЕМОСТЬ ГРАФА В 3 ЦВЕТА. Это приводит к противоре­
чию и завершает доказательство теоремы. ■

Аналогичное доказательство оценки Rmin (П) ^  4/3 можно 
получить для упоминавшейся выше задачи о построении распи­
сания с отношением предшествования. Действительно, в то вре­
мя как для задачи о раскраске графов не известен полино­
миальный приближенный алгоритм с оценкой /?“  <  оо, для 
задачи о построении расписания дело обстоит гораздо лучше. 
Для ее решения полиномиальный приближенный алгоритм А 
с оценкой погрешности/?”  =  2 был предложен Грэхемом [185], 
и поэтому для этой задачи величина /?мш(П) удовлетворяет 
неравенствам 4/3 ^  /?мш (П) ^  2 (в предположении P=/=NP).

Для задачи о раскраске графов нижняя оценка для вели­
чины Ямш(П), равная 4/3, может быть существенно улучшена 
методом “увеличения” погрешности. Имеет место следующий 
результат, доказанный в [146].

Теорема 6.11. Если Р ф  NP, то для задачи о раскраске гра­
фов не существует полиномиального приближенного алгоритма 
А с погрешностью Ra <  2.

Доказательство. Предположим, что такой полиномиальный 
приближенный алгоритм А существует. Как и при доказатель­
стве теоремы 6.10, покажем, что с помощью алгоритма А мож­
но решить NP-полную задачу РАСКРАШИВАЕМОСТЬ ГРА­
ФА В 3 ЦВЕТА за полиномиальное время. Для этого опять 
воспользуемся операцией композиции графов. Однако нам по­
надобится дополнительное понятие “мультираскраски” графа: 
(k, m )-мультираскраской графа G = { V , E )  называется функ­
ция f, сопоставляющая каждой вершине с е /  множество
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f(v) =  {1 , 2 , . . . .  /С}, такая, что \ f (v)\  =  m для всех вершин v, 
и если { u , v } ^ E ,  то f(u) и /(о) не содержат общих элементов. 
На рис. 6.7 представлен пример (5,2)-мультираскраски, m-хро­
матическим числом графа G, Xm(G), называется наименьшее 
целое число k ^ l ,  такое, что существует (k, m )-мультирас­
краска графа G. Заметим, что (k , 1)-мультираскраска соответ­
ствует обычной раскраске графа, а величина %\ (G) совпадает 
с OPT(G).

При доказательстве данной теоремы графы Нп, п ^  6 , опре­
деляемые ниже, играют ту же роль, что и полные графы при 
доказательстве теоремы 6.10. Граф H„ =  {Vn,E„) имеет п{п —

— 1 ) (я — 2 ) / 6  вершин, соответствующих различным 3-х эле­
ментным подмножествам множества {1,2, . . . ,  п}. Причем две 
вершины соединены ребром из Е„ тогда и только тогда, когда 
соответствующие подмножества не пересекаются. Важнейшее 
свойство этих графов, как доказано в работе [146], заклю­
чается в том, что при п ^  6  выполнены соотношения

Это свойство позволяет использовать графы в качестве “увели­
чителя погрешности”.

Поскольку Ra <  2, то существуют такие е >  0 и ^ e Z + ,  
что для всех графов G с O P T (G )^  К выполнено свойство

Пусть Я ^  max {6 , /(}— такое целое число, что 2N  — 4 >  
>  (2 — e)N.  Рассмотрим следующий алгоритм проверки рас- 
крашиваемости графа в 3 цвета.

Пусть G =  ( ! / ,£ )— произвольный граф и нужно выяснить, 
можно ли его раскрасить в 3 цвета. Вначале построим граф- 
композицию G* =  Hff[G] (это можно сделать за полиномиаль­
ное время, поскольку N  не зависит от G). Затем применим 
к графу G* алгоритм А, что опять-таки потребует времени, ог­
раниченного полиномом от размера графа G. Мы утверждаем, 
что граф G раскрашиваем в 3 цвета тогда и только тогда, когда 
A (G *)<  2N — 4.

Предположим, что граф G раскрашиваем в 3 цвета. Тогда 
граф G* можно раскрасить, используя только N  цветов. Это

{ 1, 2}

Рис. 6.7. (5.2)-мультираскрашивание пятиугольника 
Съ\ каждая вершина v помечена соответствующим 
множеством «цветов» / (о). Можно показать, что 

Х»(С6)= 5 .
11,4} {2,5}

Хз (Я„) =  я и Уа (Нп) =  2п — 4.

A (G) ^  (2 — е) ОРТ (G).
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делается следующим образом. Фиксируем некоторое (Л̂ , 3)- 
мультираскрашивание графа HN (оно существует потому, что 
Х з{ H n ) —  N) и раскрасим каждый экземпляр графа G, содер­
жащийся в G*, в три цвета, соответствующих вершине HN при 
выбранном мультираскрашивании. Никакие две вершины раз­
личных экземпляров графа G, соединенные в G* ребром, не 
будут окрашены в один цвет, поскольку соответствующие вер­
шины графа HN соединены ребром, и, следовательно, соответ­
ствующие им при мультираскрашивании множества не пересе­
каются. Таким образом, мы получаем раскраску графа G* в N 
цветов. Из определений N и е следует, что если G раскраши­
вается в 3 цвета, то

A (G*) <  (2 — е) ОРТ (G*)< (2 — е) N < 2N — 4.

С другой стороны, предположим, что G нельзя раскрасить 
в 3 цвета. Тогда при любой раскраске графа G* каждый эк­
земпляр графа G должен содержать вершины не менее четы­
рех разных цветов. По определению графа G*, любые два 
экземпляра графа G, соответствующие соседним вершинам 
графа HN, не должны содержать вершин одинакового цвета. 
Поэтому любое раскрашивание графа G* в k цветов индуци­
рует (k, 4)-мультираскрашивание графа HN, получаемое посред­
ством сопоставления каждой вершине t i e  I?N любой четверки 
цветов, используемых в соответствующем экземпляре графа G. 
Однако поскольку %i(HN) = 2 N — 4, то отсюда следует, что 
k ^ 2 N  — 4, т. е. G* не может быть раскрашен менее чем 
в 2N — 4 цвета. Отсюда вытекает, что если G нельзя раскра­
сить в 3 цвета, то

/4(0*) >  ОРТ (G*) > 2 ^ - 4 .

Таким образом, граф G раскрашиваем в 3 цвета тогда и 
только тогда,когда A{G*) < .2N  — 4, и построенный выше алго­
ритм является полиномиальным. Это противоречит предположе­
нию, что Р ф  NP, и теорема доказана. ■

В качестве следствия из теоремы 6.11 получаем, что если 
Р ф  NP, то для задачи о раскраске графов 2 ^  /?мш(П) ^  оо. 
Более сильных нижних оценок в настоящее время не известно, 
хотя и существует предположение, что Rmin (П) =  оо.

Отметим, что все приведенные ранее нижние оценки вели­
чины /?min (П) решающим образом зависели от того факта, что 
у задачи П имелась NP-трудная подзадача вида: “Задано 
/ е й  п, верно ли, что ОРТ(/) г£Г/(?” (или “Задано I ^ D a ,  
верно ли, что О Р Т ( / ) ^ /(?")— при некотором фиксированном 
числе К. Если П не обладает этим свойством, то применяв­
шаяся выше схема доказательства не сработает. Тем нс менее
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даже в этом случае некоторые результаты удается сохранить. 
Вернемся еще раз к задаче о максимальном независимом мно­
жестве. Для этой задачи не известен полиномиальный прибли­
женный алгоритм А с асимптотической погрешностью /?“  <  оо» 
но при любом фиксированном значении К подзадача: “Задан 
граф G, верно ли, что G содержит независимое множество 
мощности не менее / С ? ”  — разрешима за полиномиальное вре­
мя. Докажем следующий результат.

Теорема 6.12. Имеет место одна из двух следующих воз- 
можностей. Либо задачу о максимальном независимом множе­
стве можно решить полиномиальной приближенной схемой, 
либо для этой задачи не существует полиномиального прибли­
женного алгоритма Л с /?“  <  оо.

Доказательство. Предположим, что А — такой полиномиаль­
ный приближенный алгоритм решения этой задачи, что/?" <  оо. 
Поскольку можно считать, что А всегда находит независимое 
множество мощности не менее 1, то RA <  оо. Пусть RA =  г. 
Построим приближенную схему следующим образом. Для лю­
бого е >  0 обозначим через N t наименьшее целое число N, для 
которого выполнено неравенство r ,/w <  1 -J- в. (Поскольку 
в дальнейших рассуждениях в фиксировано, то для краткости 
индекс у будем опускать.) Для произвольного графа G — 
=  {V,E)  укажем способ отыскания независимого множества 
мощности М ^  O P T (G )/(l - f  е) за время, ограниченное поли­
номом от размера графа G.

Вначале определим по индукции граф GN =  ( Vh, EN) сле­
дующим образом: G\ =■ G, а для \ <. i ^ .  N положим Gt =  
==G,_i[G). Поскольку N зависит только от е, то при фиксиро­
ванном е граф Од? можно построить за полиномиальное время. 
Более того, нетрудно видеть, что OPT(Gi) =  (OPT(G))', 1 <  
<  i ^  N, и по любому независимому подмножеству S h в Gn за 
полиномиальное время можно построить такое независимое 
множество S в G, что

|S |> r |S „  F T
Рассмотрим результат применения алгоритма А к графу Оу. 
Поскольку Ra =  г, то получаемое для графа Gy независимое 
множество Sh имеет мощность

I SN | >  ОРТ (GN)/r =  (ОРТ (G))*/r.

Используя это множество, для графа G можно построить не­
зависимое множество S, такое, что I

I S |>  Г ((ОРТ (G))Nlr)XIN~\ >  ОРТ (G)/rilN ^  ОРТ (G)/(l +  г)
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(где последнее неравенство получено согласно определению 
числа N).  При фиксированном е описанная выше процедура 
построения множества G может быть выполнена за полино­
миальное время. Таким образом, на основе алгоритма А мы 
построили полиномиальную приближенную схему решения за­
дачи о максимальном независимом множестве. Я

В качестве следствия теоремы 6.12 получается следующий 
результат: для задачи о максимальном независимом множе­
стве имеются только две возможности: либо /?м ш (П )=  1, либо 
/?min(П) =  о о ;  т. е. промежуточное значение величины /?мш(П) 
невозможно. Таким образом, если бы удалось получить хоть 
какой-нибудь полиномиальный алгоритм с асимптотической по­
грешностью, меньшей с», то можно было бы построить поли­
номиальный алгоритм с любой, как угодно близкой к I асимп­
тотической погрешностью. С другой стороны, если бы для неко­
торого е >  0 нам удалось доказать, что не существует полино­
миального приближенного алгоритма с погрешностью Ra <  1 +  
+  е, то отсюда вытекало бы, что у всех полиномиальных при­
ближенных алгоритмов Ra =  Ra =  оо. Хотя мы и предпола­
гаем, что /?min (П) =  о о ,  нам не известны никакие перспектив­
ные подходы к доказательству этого утверждения.

Таким образом, мы приходим к последнему типу отрица­
тельных результатов. Для некоторых задач П все-таки удается 
доказать, что # ш м (П )= о о  (в предположении P=^=NP). Эти 
доказательства очень похожи на уже рассмотренные доказа­
тельства нижних оценок, отличие лишь в том, что теперь удает­
ся “увеличить погрешность” в гораздо большей степени. В ка­
честве примера рассмотрим опять задачу о коммивояжере, не 
предполагая на сей раз, что для расстояний между городами 
выполнено неравенство треугольника. Следующая теорема до­
казана в работе [469].

Теорема 6.13. Если Р ф  NP, го для задачи о коммивояжере 
не существует приближенного полиномиального алгоритма с 
асимптотической погрешностью Ra <  с».

Доказательство. Предположим, что приближенный алго­
ритм, удовлетворяющий перечисленным в условии теоремы 
свойствам, существует. Тогда для некоторого положительного 
целого числа К существовал бы полиномиальный алгоритм А 
с погрешностью Ra ^  К. Покажем, используя вариант сведе­
ния ГЦ ос КМ из гл. 2, как с помощью алгоритма А может 
быть решена NP-трудная задача ГАМИЛЬТОНОВ ЦИКЛ. 
Пусть G =  (V, Е) — произвольный граф. Построим соответ­
ствующую индивидуальную .задачу о коммивояжере /. Пусть
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V — множество городов, и пусть расстояние между городами и 
и v равно

i (B, если
I К • | V | в противном случае.

Ясно, что построить индивидуальную задачу I  и применить к 
ней алгоритм А можно за полиномиальное время (поскольку К 
не зависит от G). Однако если в G есть гамильтонов цикл, го 
ОРТ(/) =  |У |, а если в G нет гамильтонова цикла, то 
О РТ( / ) > / ( •  | У|. Таким образом, воспользовавшись оценкой 
погрешности алгоритма А, получим, что Д ( / ) ^ / ( - |У ' |  тогда и 
только тогда, когда в G имеется гамильтонов цикл. Следова­
тельно, из существования полиномиального приближенного ал­
горитма А с погрешностью Ra <  сю следует, что КОММИВОЯ­
Ж ЕР лежит в классе Р, что противоречит предположению 
Р ф  NP. ■

Эта теорема указывает на то, что неравенство треугольника 
существенно для справедливости полученных в предыдущем 
разделе положительных результатов, относящихся к задаче о 
коммивояжере. Если неравенство треугольника выполнено, то 
имеем оценку /?min(II) ^  3/2, а без неравенства треугольника 
/?мш(П) =  оо (при условии P = ^ N P ). Некоторые результаты 
относительно других задач, аналогичные теореме 6.13, можно 
найти в работах [469] и [459].

Таким образом, относительно любого из возможных типов 
поведения приближенных алгоритмов, перечисленных в разд. 6.1, 
можно доказать негативные результаты, состоящие в том, что 
если Р ф  NP, то для конкретной задачи П не существует при­
ближенного алгоритма с тем или иным поведением. Это наво­
дит на мысль о том, что в предположении различия классов Р 
и NP оптимизационные задачи можно классифицировать со­
гласно значению величины /?min(II) (а если # min( I I ) =  1, го 
возможна еще более тонкая классификация). На рис. 6.8 пред­
ставлены известные факты о такой классификации для некото­
рых задач, обсуждавшихся выше.

В заключение напомним читателю, что, несмотря на то что 
мы выбрали для изучения особенно характерные виды погреш­
ностей, возможны также и другие виды погрешностей, рассмот­
ренные в некоторых работах. Кроме того, эта область исследо­
ваний продолжает развиваться, и в ней постоянно получают но­
вые, как положительные, так и отрицательные результаты. 
Дальнейшую информацию можно найти в работе Гэри и Джон­
сона [147], где приведена аннотированная библиография работ 
в этой области, опубликованных к середине 1976 г.



188 6. Подходы к решению W -полных задач

Р и с .  6 Л . К л а с с и ф и к а ц и я  н е ск о л ь к и х  о п ти м и зац и о н н ы х  з а д а ч  о тн о си тел ьн о  
зн ач ен и й  вели чи н ы  /?MIN (П ). П р и  /?MIN (П ) =  1 и м ею тся  р а зл и ч н ы е  в о з м о ж ­
ности . С в ет л ы е  п р я м о у го л ьн и к и  у к а з ы в а ю т  н а  о тк р ы т ы е  в н а с т о я щ е е  в р ем я  
в оп росы . З а те н е н н ы е  п р я м о у го л ьн и к и  у к а з ы в а ю т  н а  то , что  со о тв е тс тв у ю щ ая  
в о зм о ж н о с т ь  не и м еет  м еста  л и б о  п о то м у , что  эт о  м о ж н о  д о к а з а т ь  при 

у сло ви и  Р  ф  N P , л и б о  п отом у , что  у ж е  и звестен  лучш ий  алго р и тм .
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6.3. ОЦЕНКИ ПОГРЕШНОСТИ И ПОВЕДЕНИЕ 
АЛГОРИТМОВ «НА ПРАКТИКЕ»

Нетрудно понять причину, в силу которой очень желательно 
иметь такие оценки погрешностей, какие обсуждались выше 
для эвристических алгоритмов. Даже если конкретная оценка 
погрешности и не столь сильна, как хотелось бы (решение, от­
личающееся от оптимального на 50% ,часто не может считаться 
удовлетворительным), тем не менее весьма разумно начать ре­
шение задачи с простого алгоритма, имеющего такую оценку 
погрешности, а затем улучшить ее, пользуясь более совершен­
ными эвристиками и методами локальной оптимизации. Кроме 
того, некоторые доказанные оценки погрешности достаточно хо­
роши и могут быть достигнуты без чрезмерных затрат машин­
ного времени. В частности, весьма удовлетворительными могут 
оказаться вполне полиномиальные приближенные схемы при 
значениях е, меняющихся в разумных пределах. Более того, по­
скольку погрешности оцениваются в расчете на худший случай, 
то на практике приближенные алгоритмы ведут себя гораздо 
лучше, чем можно было бы предположить на основе оценки их 
погрешности.

Подчеркнем еще раз, что это имеет место “на практике’’. 
Наибольший интерес для нас представляет то, в какой степени 
наш алгоритм “на практике” будет приближать оптимальное 
решение. В качестве альтернативы к анализу погрешности 
“в худшем случае” можно было бы попытаться оценить по­
грешность “в среднем”. Такой анализ в действительности 
имеет богатую историю и до .недавнего времени осуще­
ствлялся преимущественно при помощи эмпирических ме­
тодов.

Часто изучение поведения алгоритмов “в среднем” своди­
лось просто к формированию множества предположительно “ти­
пичных” индивидуальных задач, прогонке соперничающих алго­
ритмов на этом множестве и сравнению полученных результа­
тов. Конечно, полезность экспериментов такого рода зависела 
от того, насколько “типична” рассматриваемая выборка инди­
видуальных задач, кроме того, не всегда достаточно просто об­
разовать подходящий набор индивидуальных задач.

Если можно считать, что индивидуальные задачи, предполо­
жительно встречающиеся на практике, подчиняются некоторому 
конкретному распределению вероятностей, то можно восполь­
зоваться более совершенными методами. В этом случае может 
оказаться доступным метод построения “случайных” индиви­
дуальных задач, подчиняющихся заданному распределению ве­
роятностей. На построенной таким образом выборке затем мож­
но исследовать поведение алгоритмов.
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Некоторые эксперименты, выполненные в этом направлении, 
подтверждают сделанное выше замечание, что поведение алго­
ритма в среднем гораздо лучше, чем поведение в худшем случае. 
В работе Джонсона [262] алгоритмы “в первый подходящий'’ 
и в “первый подходящий в порядке убывания” для решения 
задачи об упаковке анализировались методом Монте-Карло 
при самых разных предположениях о распределении разме­
ров предметов, причем в качестве оценки оптимума ОРТ(/) ис­
пользовалась сумма размеров предметов. В результате исследо­
ваний было выяснено, что погрешность R f f {I)  в  среднем равна
1.07, в то время как в худшем случае она равна 1.70, а погреш­
ность R f f d ( I )  в  среднем равна 1 .0 2 ,  в то время как в худшем 
случае она равна 1.22. (Интересно отметить, что взаимное ран­
жирование этих алгоритмов “в среднем случае” почти такое же, 
как “в худшем случае”.) В работе Сахни [466] было установ­
лено, что одна конкретная вполне полиномиальная приближен­
ная схема для решения задачи об упорядочении с директив­
ными сроками работает с погрешностью всего 1,005 даже в том 
случае, когда е выбрано так, чтобы гарантировать погрешность 
1 .1 0 , а алгоритм в действительности почти всегда находит оп­
тимальное решение. Однако подобный сравнительный анализ 
проведен лишь для очень небольшого числа алгоритмов, и в 
настоящее время, вероятно, неразумно делать решительные и 
поспешные выводы.

В некоторых недавних работах предложены более совер­
шенные подходы, позволяющие доказывать теоремы об ожи­
даемом поведении приближенных алгоритмов при различных 
конкретных распределениях вероятностей. В работе [191], на­
пример, в предположении “равновероятности” в некотором 
смысле всех графов на п вершинах доказано, что некоторый 
простой алгоритм раскраски А имеет среднюю погрешность 
R a { G) ,  равную 2, хотя в худшем случае погрешность R a ( G)  мо­
жет быть произвольно велика. Аналогичные результаты были по­
лучены для задачи об упаковке, см. [484,541], для задачи 
о максимальном независимом множестве, задачи о гамильто­
новом цикле и геометрических версий задач о коммивояжере 
и дереве Штейнера, см. [282, 283, 284, 18]. Несмотря на то что 
даже для простейших алгоритмов и распределений вероят­
ностей такой анализ может оказаться весьма затруднительным, 
это направление представляется многообещающим и в ближай­
шем будущем можно ожидать появления новых результатов 
этого типа.

Конечно, анализ поведения алгоритмов в среднем, рассмат­
риваемый как основа для оценки их поведения “на практике”, 
имеет свои недостатки. Для того чтобы вычислить среднее, не­
обходимо в первую очередь предположить, что индивидуальные
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задачи подчиняются некоторому распределению вероятностей, 
и довольно часто оказывается не ясно, какое распределение 
следует выбрать. (Интересный способ избежать этого путем 
применения алгоритмов, обладающих внутренней рандомиза­
цией, обсуждается в работе [441].) Распределения вероят­
ностей, для которых, пользуясь методами., имеющимися на 
сегодняшний день, можно анализировать алгоритмы, могут до­
вольно сильно отличаться от истинных распределений, встре­
чающихся на практике, где преобладают задачи со сложной 
структурой (что ведет к отклонениям, с большим трудом под­
дающимся формализации). На практике также распределения 
вероятностей могут непредсказуемым образом меняться со вре­
менем. Кроме того, результаты о погрешности в среднем ничего 
не говорят о работе алгоритмов на конкретных задачах, в то 
время как оценка погрешности в худшем случае дает по край­
ней мере оценку поведения алгоритмов. Поэтому, если нужно 
получить как можно больше информации о поведении прибли­
женных алгоритмов на практике, вероятно, лучше всего под­
вергнуть их анализу всеми возможными способами как с точки 
зрения поведения в худшем случае, так и с точки зрения пове­
дения в среднем.



7. За пределами класса 
NP-полных задач

В настоящей главе рассматривается несколько теоретиче­
ских вопросов, связанных с теорией NP-полных задач (и воз­
никших благодаря ей). У читателя не предполагается никаких 
дополнительных знаний, даже начинающий вполне может ос­
воить основные положения этой главы и их связь с остальной 
теорией. Читатели, заинтересовавшиеся результатами, приве­
денными в настоящей главе, смогут найти более подробные све­
дения, включая доказательства этих результатов в статьях и 
книгах, указанных в списке литературы. Следуя принятому ра­
нее стилю изложения, мы будем определять новые понятия в 
терминах языков и машин Тьюринга и обсуждать их нефор­
мально в терминах массовых задач и алгоритмов.

В разд. 7.1 с точки зрения, изложенной в гл. 2, рассматри­
ваются известные результаты и гипотезы о структуре класса 
NP и обсуждается существование в классе NP труднорешаемых 
задач, не являющихся NP-полными. В разд. 7.2—7.4 обсуж­
даются вопросы “полноты” для классов задач, которые пред­
ставляются более трудными, чем NP-полные задачи, однако 
труднорешаемость этих задач также еще предстоит доказать. 
В разд. 7.2, в частности, рассматривается “полиномиальная 
иерархия”, а в разд. 7.3 вводится понятие КР-полноты для за­
дач перечисления. В разд. 7.4 на основе понятия полноты с по­
линомиальной памятью начинается обсуждение взаимосвязи ог­
раничений по времени и по памяти. В разд. 7.5 это обсуждение 
продолжается, при этом вводится понятие “сводимость с лога­
рифмической памятью” и показывается, как оно может быть 
использовано для исследования ограничений по памяти в зада­
чах класса Р. Наконец, в разд. 7.6 мы вновь возвращаемся к 
фундаментальной проблеме “верно ли, что Р =  NP?”. Хотя мы 
считаем, что эти классы различны, но, по-видимому, имеются 
серьезные препятствия для доказательства этого утверждения 
современными методами, и мы обсуждаем возможные объясне­
ния этого факта.

7.1. СТРУКТУРА КЛАССА NP
В гл. 2 уже приводилась простая диаграмма класса NP, 

изображенная на рис. 7.1. Напомним, что класс NP в качестве 
подклассов содержит класс Р и класс NP-полных задач (сокра­
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щенно NPC). В предположении Р ф  NP эти два класса не 
пересекаются.

Если Р ф  NP, то NP не может совпадать также и с клас­
сом PUNPC. Обозначим через NPI класс N P \(P |JN P C )  за­
дач, имеющих “промежуточную” сложность (между Р и NP). 
То, что класс NPI не пуст (в предположении, что P ^ N P ) ,  
есть следствие более общего результата, доказанного Ладнером 
[312]. Для того чтобы сформулировать этот результат, напом­
ним, что рекурсивным языком называет­
ся любой язык, который можно распо­
знать некоторой (не обязательно поли­
номиальной) ДМТ-программой, останав­
ливающейся на всех входах.

Теорема 7.1. Пусть В — такой рекур­
сивный язык, что В ф Р . Тогда существу­
ет распознаваемый за полиномиальное 
время язык D ^ P ,  такой, что язык А =
=  D Л В не принадлежит Р, А ос. В, но 
не имеет места В ос А.

Эта теорема будет применяться следу­
ющим образом. Пусть В — произвольный 
NP-полный язык. Если P ^ N P , то В ф Р, 
поэтому условие теоремы выполняется. Более того, поскольку 
D g  Р и B e  NP, то получающийся язык А принадлежит NP. 
Из теоремы, следовательно, вытекает, что не имеет места 
В ос Л, так что А не может быть >1Р-полным, и поскольку А е  
е Р ,  то А е  NPI. Рассмотрим конкретный пример. Пусть В — 
это NP-полная задача ГАМИЛЬТОНОВ ЦИКЛ. Тогда теорема 
утверждает, что существует такой класс графов, распознавае­
мых за полиномиальное время, что задача ГАМИЛЬТОНОВ 
ЦИКЛ, будучи рассмотрена на классе этих графов, не являет­
ся NP-полной и не принадлежит классу Р (в предположении, 
что Р ф  NP).

Если Р ф  NP, то теорема 7.1 утверждает не только не- 
пустоту класса NPI, но также дает некоторую информацию о 
структуре этого класса промежуточных задач. В предположе­
нии Р ф  NP класс NPI должен состоять из бесконечного се­
мейства различных классов эквивалентности языков. Например, 
если В — любая задача из класса NPI, то теорема 7.1 позво­
ляет построить задачу, которая “проще”, чем В, но все еще не 
принадлежит классу Р. Ладнер [312] доказал также, что если 
Р Ф  NP, то класс NPI должен содержать такие пары языков С 
и D, что ни С ос D ни D ос С. Таким образом, если Р ф  NP, то 
в классе NP относительно частичного порядка, который опре­
деляется отношением ос, должны быть несравнимые элементы.

Рис. 7.1. Уточненнаи диа­
грамма класса NP (в 
предположении, что 

P=^NP).
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После этих теоретических рассуждений можно задаться во­
просом: существуют ли “естественные” задачи, являющиеся 
кандидатами на принадлежность классу NPI? В предположе­
нии Р Ф  NP для указания представителей этого класса может 
быть использована теорема 7.1, но языки, которые при этом 
получаются, оказываются весьма неестественными из-за слож­
ной техники “диагонализации”, применяемой для их построе­
ния. Конечно, любая “открытая” задача из класса NP, т. е. за­
дача, для которой не доказана ни принадлежность классу Р, ни 
NP-полнота, может считаться кандидатом на принадлежность 
классу NPI. Однако некоторые открытые задачи принято счи­
тать более вероятными кандидатами, поскольку они выдержали 
проверку временем и им присущи некоторые свойства, видимо 
отличающие их от задач, NP-полнота которых уже доказана. 
В частности, три открытые задачи, приведенные в работе Карпа 
[280], остаются открытыми, и в настоящее время и их часто 
с различной степенью уверенности относят к задачам из класса 
NPI.

ИЗОМОРФИЗМ ГРАФОВ
УСЛОВИЕ. Заданы графы G =  (V, Е) и G' =  (V, Е'). 
ВОПРОС. Верно ли, что графы G и G' изоморфны, т. е. суще­
ствует ли взаимно-однозначная функция f : V -*■ У, такая, что 
{и, о} тогда и только тогда, когда {/(u), /(о)} е £ '?

СОСТАВНЫЕ ЧИСЛА
УСЛОВИЕ. Задано положительное целое число К.
ВОПРОС. Существуют ли целые числа m и п; m, п >  1, такие, 
что К  =  mn?

ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ1)
УСЛОВИЕ. Заданы целочисленные векторы Vi =  (и,-[1], . . .
•••> щ [я]), 1 <  i <  m, D =  (di.........dm), C =  (ci...........ст),
целое число В.
ВОПРОС. Существует ли такой вектор Х =  (х\, . . . ,  х„) с ра­
циональными координатами, что ViX ^  di, 1 ^  i ^  т, и СХ ^  
^ 5 ?

Исследователи, предпринимавшие попытки доказать, что за­
дача ИЗОМОРФИЗМ ГРАФОВ является NP-полной, отмечают, 
что ее структура гораздо более ограничительна, чем структура 
типичной NP-полной задачи, такой, например, как ИЗОМОР­
ФИЗМ ПОДГРАФУ. Доказательства NP-полноты требуют оп­
ределенной свободы действий в том смысле, что если искомая

’) Л. Г. Хачиян [33*] доказал, что эта задача лежит в классе Р. —Прим.
ред.
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структура X (подмножество, перестановка, расписание и т. д.) 
существует, то она должна существовать и тогда, когда некото­
рые детали рассматриваемой индивидуальной задачи локально 
изменяются. Например, функция f будет изоморфизмом графа 
Я и подграфа графа G, даже если в G добавить или исключить 
некоторые ребра, не принадлежащие образу отображения f. Од­
нако если f есть изоморфизм Я и G, то любое изменение в G 
должно сопровождаться соответствующим изменением в Я, в 
противном случае f уже не будет изоморфизмом. Другими сло­
вами, доказательства NP-полноты, видимо, требуют определен­
ной избыточности задачи, отсутствующей в задаче ИЗОМОР­
ФИЗМ ГРАФОВ. К сожалению, отсутствие избыточности мало 
помогает как при построении полиномиального алгоритма для 
решения задачи ИЗОМОРФИЗМ ГРАФОВ, так и при доказа­
тельстве того, что эта задача лежит в классе NPI.

Аргументы в пользу того, что задачи СОСТАВНЫЕ ЧИСЛА 
и ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ, видимо, не являются 
NP-полными, имеют другой источник. Напомним, что в гл. 2 
было отмечено, что из принадлежности задачи П классу NP, 
по-видимому, не следует, что в классе NP лежит дополнение 
Пс этой задачи (т. е. задача с противоположным ответом: 
Yn c = D a \  Уп). Определим

co-NP =  {Пс: П е NP} 
или в терминах языков

co-NP =  {2*\ L: L — язык в алфавите 2 и L e N P } .
Основываясь на том, что многие задачи из класса co-NP, ви­
димо, не принадлежат NP, вполне разумно предположить, что 
NP Ф  co-NP. Отметим, что, хотя аргументы в пользу этого 
предположения близки к аргументам, приводившимся в пользу 
того, что Р ф  NP, предположение NP Ф  co-NP “сильнее”, чем 
р ф  NP. Класс Р замкнут относительно операции взятия до­
полнения (т. е. Р =  со-Р), поэтому из того, что NP^= co-NP, 
следует, что Р ф  NP, хотя неравенство Р ф  NP может иметь 
место и в том случае, когда NP =  co-NP. Тем не менее следую­
щая несложная теорема показывает, что имеется тесная связь 
между NP-полнотой задач СОСТАВНЫЕ ЧИСЛА и ЛИНЕЙ­
НОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ и предположением, что NP Ф  
Ф  co-NP.

Теорема, 7.2. Если существует такая NP-полная задача П, 
что Пс е  NP, то NP =  co-NP.

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству 
леммы 2 . 1  и получается непосредственно с помощью операции 
композиции машин Тьюринга. В предположении, что Р Ф  NP
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и NP ф  co-NP, теорема 7.2 дает нам новую картину класса NP 
и его окружения, изображенную на рис. 7.2.

В качестве следствия из теоремы 7.2 получаем, что задача 
П е  NP, для которой IF  принадлежит классу NP, не может 
быть NP-полной, если, конечно, NP Ф  co-NP. Поэтому было бы 
естественно ожидать, что такая задача П не является NP-пол­
ной. Однако и задача СОСТАВНЫЕ ЧИСЛА, и задача ЛИ­
НЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ обладают этим свойством.

Рис. 7.2. Картина класса NP и его непосредственных соседей в предположе­
нии, что Р =й=КР и NP=̂ = co-NP. Класс Р может совпадать, а может и не 

совпадать с классом NP Г) co-NP.

Очевидно, что задача СОСТАВНЫЕ ЧИСЛА лежит в клас­
се NP. Дополнительной к ней задачей будет задача ПРОСТЫЕ 
ЧИСЛА: “Дано положительное целое число К■ Верно ли, что 
К — простое?” Было [434] показано, что ПРОСТЫЕ ЧИСЛА 
принадлежит классу NP, а именно было доказано, что для лю­
бого простого числа К имеется доказательство простоты этого 
числа, достаточно короткое для того, чтобы его можно было 
указать и проверить за время, ограниченное полиномом от 
log А. Аналогичным образом с помощью фундаментальной тео­
ремы двойственности из теории линейного программирования 
можно доказать, что задача, дополнительная к задаче ЛИ­
НЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ, представляет собой ва­
риант задачи линейного программирования и, значит, принад­
лежит классу NP.

Таким образом, если NP Ф  co-NP, то ни задача СОСТАВ­
НЫЕ ЧИСЛА, ни задача ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВА­
НИЕ не могут быть NP-полными. Этот факт можно считать 
довольно сильным аргументом в пользу того, что указанные 
задачи не являются NP-полными. Если ни одна из них не мо­
жет быть решена за полиномиальное время, то они принадле­
жат классу NPI. Следующий аргумент, видимо, несколько сла­
бее. Как уже отмечалось, симплекс-метод для решения задачи 
линейного программирования, хотя и имеет экспоненциальную 
временную сложность, очень часто работает настолько быстро,
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что возникает ощущение, что можно построить другой алго­
ритм решения задачи линейного программирования, который 
уже является полиномиальным. В случае задачи СОСТАВНЫЕ 
ЧИСЛА мы в некотором смысле даже ближе к построению по­
линомиального алгоритма.

Алгоритм для выяснения вопроса, является заданное число 
простым или составным, предложен в работе Миллера [385J. 
В этой работе также доказано, что если верна “расширенная 
гипотеза Римана” из теории чисел, то алгоритм Миллера имеет 
полиномиальную временную сложность. Таким образом, хотя 
ни для одной из указанных задач не известно полиномиального 
алгоритма1), мы почти уверены, что никто не будет утверж­
дать, что эти задачи NP-полны. (На самом деле доказатель­
ство того, что П е  NP и П 'е  NP, может рассматриваться как 
указание на то, что задача П может быть решена полиномиаль­
ным алгоритмом, хотя мы пока и не знаем, верно ли, что Р =  
=  NP П co-NP.)

Наличие таких (более или менее вероятных) кандидатов на 
принадлежность классу NPI позволяет построить новые классы 
“трудных” задач в классе NP. В частности, отношение поли­
номиальной сводимости ос позволяет построить классы экви­
валентности для каждой из задач ИЗОМОРФИЗМ ГРАФОВ, 
ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ (LP) и СОСТАВНЫЕ 
ЧИСЛА с очевидными следствиями. Например, если задача 
П е  NP обладает тем свойством, что П ос LP и LP ос П, то П 
разрешима за полиномиальное время (или NP-полна, или ле­
жит в классе NPI) тогда и только тогда, когда LP разрешима 
за полиномиальное время (соответственно NP-полна или лежит 
в классе NPI).

Обычно нетрудно видеть, что формулировки задачи линей­
ного программирования, которые встречаются в самых разных 
работах по линейному программированию, эквивалентны отно­
сительно отношения ос задаче LP. Рисе и Добкин [448] резю­
мировали основные результаты относительно этого класса задач 
и несколько расширили его, Итаи [251] показал, что некоторые 
задачи о рациональных потоках в сетях также эквивалентны 
задаче LP. Задачи, полиномиально эквивалентные задаче 
ИЗОМОРФИЗМ ГРАФОВ, были найдены Бусом [52], Ба- 
баи [23], Миллером [386], Козеном [300, 304] и другими авто­
рами. Однако большинство найденных задач этого класса либо 
являются ограниченными версиями задачи ИЗОМОРФИЗМ 
ГРАФОВ, либо задачами об изоморфизме объектов и структур 
другого типа, так что все эти задачи одного и того же “типа”. 
Во многих работах по теории чисел формулируются утверждения

‘)  С м . сноску на стр. 19.4. —Прим, ред.
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справедливые тогда и только тогда, когда некоторые числа 
являются простыми, что позволяет построить класс задач, экви­
валентных задаче СОСТАВНЫЕ ЧИСЛА. Некоторые из этих 
эквивалентностей приведены среди открытых задач в прило­
жении.

Если имеется задача из класса NP, которую мы считаем 
трудной, но NP-полноту которой мы доказать не можем, то су­
ществуют, конечно, более сильные способы подтверждения ее 
труднорешаемости, чем доказательство эквивалентности этой 
задачи одной из открытых задач. Один из методов, упомяну­
тый в гл. 5, заключается в использовании сводимости по Тью­
рингу. Если удастся доказать, что некоторая известная задача 
ГР сводима по Тьюрингу за полиномиальное время к рассмат­
риваемой задаче П, то, очевидно, П, подобно 1Г, разрешима за 
полиномиальное время тогда и только тогда, когда Р =  NP, 
хотя мы и не можем доказать NP-полноту задачи П, поскольку 
не известно, следует ли из сводимости 1Г осг П сводимость 
П' ос П. (В общем случае из полиномиальной сводимости по 
Тьюрингу не следует полиномиальная сводимость [316], хотя 
такие примеры в классе NP не известны.)

Потенциально более полезная идея предложена в работе
[3]. Она состоит в использовании понятия “у-сводимость”. Это 
понятие позволяет доказывать труднорешаемость задачи не в 
предположении, что Р ф  NP, а в предположении, что NP ф  со- 
NP. Таким образом, понятие у-сводимости слабее понятий сво­
димости по Тьюрингу и полиномиальной сводимости, но оно 
позволяет дать существенное подтверждение предположению о 
том, что рассматриваемая задача трудна.

В отличие от других рассмотренных нами понятий своди­
мости понятие у-сводимости имеет недетерминированный ха­
рактер. Определим вначале понятие отношения Rm, вычисляе­
мого НДМТ-проГраммой:

(здесь “выдает” означает то же самое, что при вычислении 
функций ДМТ-программами).

Будем говорить, что язык L\ в алфавите Si у-сводится 
к языку Lz в алфавите S 2 (обозначение: L\ ocYL2), если суще­
ствует такая полиномиальная НДМТ-программа М, что для 
каждого J te S *  существует некоторое слово г / е  S5, такое, что 
<x, j/> e RM, и  д л я  всех <х, у > е  RM выполняется соотношение 
x &  L\ тогда и только тогда, когда y ^ L 2. Другими словами, на 
каждом входе х  программы М имеется по крайней мере одно 
останавливающееся вычисление, и все останавливающиеся на

существует слово г, такое, что на входе х  и 
' догадке г программа М выдает у



7.1. Структура класса NP 199

х вычисления выдают элементы из Li тогда и только тогда, 
когда х  е  L\.

Нетрудно видеть, что отношение 7 -сводимости ocY, подобно 
отношению полиномиальной сводимости ос, транзитивно, а 
также, что из L\ ос Li следует L\ ocY Li (хотя не известно, верно 
ли обратное). Язык L е  NP называется у-полным, если для 
всех Z /e N P ,  L' ocYL. Таким образом, все NP-полные языки 
являются также и у-полными, но в принципе язык может быть 
у-полным, но не NP-полным. Примеры у-полных задач, NP- 
полнота которых не известна, можно найти в работах [431,3]. 
Ниже приводится только один пример, взятый из последней 
работы.

ЛИНЕЙНАЯ ДЕЛИМОСТЬ
УСЛОВИЕ. Заданы положительные целые числа а и с.
ВОПРОС. Существует ли такое целое число х, что с делится 
на ах -+- 1 ?

(Интересно отметить, что эта задача очень легко решается 
за полиномиальное время, если ах + 1  заменить на ах, посколь­
ку в последнем случае задача может быть переформулирована 
так: “Делится ли с на а?” Заметим также, что рассматри­
ваемую задачу можно решить за псевдополиномиальное время, 
и, следовательно, ее предполагаемая труднорешаемость суще­
ственно зависит от соглашения, что числа представляются сло­
вами, длина которых ограничена полиномом от логарифмов ве­
личин этих чисел.)

Доказательство у-полноты 'задачи ЛИНЕЙНАЯ ДЕЛИ­
МОСТЬ основано на у-сведении к ней задачи 3-ВЫП. При этом 
используется недетерминированное угадывание большого числа 
простых чисел, доказательств простоты и разложений на про­
стые множители. На самом деле все доказанные на сегодняш­
ний день результаты о у-полноте касаются теоретико-числовых 
задач и используют недетерминированность для угадывания 
теоретико-числовых структур. Поэтому возможность широкого 
применения понятия у-сводимости еще требует своего подтверж­
дения. Применение понятия у-полноты к вопросам трудноре- 
шаемости основано на следующей теореме [3].

Теорема 7.3. Если язык L является у-полным и Z, е  NP П со- 
NP, то NP =  co-NP.

В частности, поскольку Р £  NP f) co-NP, то из этой теоремы 
следует, что если задача ЛИНЕЙНАЯ ДЕЛИМОСТЬ разре­
шима за полиномиальное время, то NP =  co-NP. (Заметим 
также, что в силу теоремы 7.3 у-полнота задач СОСТАВНЫЕ 
ЧИСЛА и ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ мало
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вероятна, так как они обе принадлежат классу NPf|co-NP.) На 
рис. 7.3 в общую картину класса NP включены также у-полные 
задачи.

До сих пор довольно подробно обсуждалась структура 
класса NP и особенно класса промежуточных задач NPI. В за­
ключение настоящего раздела рассмотрим структуру класса 
NPC (класса NP-полных задач). Несмотря на то что все эти 
задачи “эквивалентны” относительно полиномиальной своди­
мости, некоторые задачи из этого класса связаны между со­
бой гораздо теснее, чем другие. Вспомним, например, указан­
ную в гл. 3 прямую сводимость друг к другу задач ВЕРШИН­
НОЕ ПОКРЫТИЕ, КЛИКА и НЕЗАВИСИМОЕ МНОЖЕ-

Рис. 7.3. Еще раз уточненная картина класса NP (в предположении, что
P ^ N P  и NP^co-NP).

СТВО. Эту тесную связь между задачами можно сформулиро­
вать с помощью понятия “изоморфизм с полиномиальным вре­
менем”. Будем говорить, что два языка L\ е 2J и L2 е  25 изо­
морфны с полиномиальным временем (или полиномиально изо­
морфны), если существует взаимно-однозначное отображение 
“на” f : 1*-»-25, такое, что /  полиномиально сводит L\ к L2, а 
f~l полиномиально сводит Z,2 к L\.

Легко проверить, что задачи ВЕРШИННОЕ ПОКРЫТИЕ, 
КЛИКА и НЕЗАВИСИМОЕ МНОЖЕСТВО полиномиально 
изоморфны; можно также предположить, что с помощью отно­
шения полиномиального изоморфизма можно построить и дру­
гие классы эквивалентности. Исследования в этом направлении 
были проведены в работах [39,200]. При этом был установлен 
удивительный факт — все известные NP-полные задачи оказы­
ваются полиномиально изоморфными! В этих работах даны 
весьма общие методы преобразования обычной полиномиальной 
сводимости в полиномиальный изоморфизм, и в настоящее 
время не известно ни одной пары NP-полных задач, своди­
мость между которыми нельзя было бы преобразовать в изо­
морфизм, хотя, конечно, получаемые при этом “изоморфизмы” 
оказываются совсем не такими простыми, как изоморфизм ме­
жду задачами ВЕРШИННОЕ ПОКРЫТИЕ, КЛИКА и НЕЗА-
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ВИСИМОЕ МНОЖЕСТВО. На основе этого Берман и Хартма­
нне предположили, что все NP-полные задачи полиномиально 
изоморфны. Подобно многим другим, упоминавшимся выше 
предположениям, из этого предположения следует, что Р ф  NP. 
Действительно, если бы Р совпадало с NP, то все языки из Р 
были бы NP-полными и, в силу предположения, полиномиально 
изоморфными. Однако Р содержит как конечные, так и беско­
нечные языки, поэтому все языки в Р не могут быть изоморф­
ными.

7 . 2 .  П О Л И Н О М И А Л Ь Н А Я  И Е Р А Р Х И Я

В предыдущем разделе были рассмотрены NP-полные задачи 
и задачи, которые, возможно, “проще” их. В настоящем и сле­
дующих двух разделах будут обсуждаться NP-трудные задачи, 
которые по крайней мере не “проще” NP-полных задач. Стан­
дартный пример NP-трудной задачи, которая, видимо, не яв­
ляется NP-легкой, дает следующая задача из работ [384, 500].

МИНИМАЛЬНОЕ ЭКВИВАЛЕНТНОЕ ВЫРАЖЕНИЕ
УСЛОВИЕ. Задано правильно построенное булевское выраже­
ние Е, содержащее литералы из множества переменных V, по­
стоянные Т (истина) и F (ложь), логические связки А  (и), V; 
(или), 1  (не) и -> (следует), а также неотрицательное целое 
число К-
ВОПРОС. Существует ли правильно построенное булевское вы­
ражение Е', содержащее не более К вхождений литералов и 
эквивалентное Е, т. е. такое, 4 TQ для всех наборов значений ис­
тинности на множестве V выражения Е и Е' принимают одина­
ковые истинностные значения?

Эта задача NP-трудная, поскольку к ней сводится по Тью­
рингу задача ВЫПОЛНИМОСТЬ (выполнимое выражение Е, 
имеющее вид конъюнктивной нормальной формы, либо ложно 
при любом наборе значений истинности и, значит, эквивалентно 
выражению F, либо не эквивалентно никакому выражению, не 
содержащему литералов).

Однако, по-видимому, задача МИНИМАЛЬНОЕ ЭКВИВА­
ЛЕНТНОЕ ВЫРАЖЕНИЕ не является NP-легкой. До сих пор 
никому не удалось показать, что эту задачу можно решить за 
полиномиальное время с использованием в качестве оракула 
задачу ВЫПОЛНИМОСТЬ (или любую другую задачу класса 
NP). Такой оракул может оказаться полезным для проверки 
эквивалентности выражений Е' и Е, но не для отыскания под­
ходящего кандидата для Е'.

Задачу МИНИМАЛЬНОЕ ЭКВИВАЛЕНТНОЕ ВЫРАЖЕ­
НИЕ, однако, можно решить за полиномиальное время, если
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вместо детерминированной ОМТ из гл. 5 использовать неде­
терминированную оракульную машину Тьюринга (НОМТ). 
НОМТ представляет собой НДМТ, дополненную оракульной 
лентой, аналогично тому, как ОМТ есть ДМТ, дополненная 
оракульной лентой. Иначе говоря, НОМТ может с самого на­
чала сделать догадку, а также в процессе вычисления консуль­
тироваться с оракулом. Неформально говоря, НОМТ с ораку­
лом П соответствует недетерминированному алгоритму с под­
программой для решения задачи П. Время работы НОМТ опре­
деляется так же, как для ОМТ и НДМТ.

Задачу МИНИМАЛЬНОЕ ЭКВИВАЛЕНТНОЕ ВЫРАЖЕ­
НИЕ можно решить за полиномиальное время на НОМТ, если 
в качестве оракула для класса NP взять задачу ВЫПОЛНИ­
МОСТЬ БУЛЕВСКОГО ВЫРАЖЕНИЯ (т. е. при заданном 
правильно построенном булевском выражении Е спрашивается, 
существует ли такой набор значений истинности, при котором Е 
принимает значение “истина”). Последняя задача, хотя и пред­
ставляет собой несколько более общую версию стандартной за­
дачи ВЫПОЛНИМОСТЬ, все равно принадлежит классу NP. 
Для того чтобы узнать ответ для фиксированной индивидуаль­
ной задачи из задачи МИНИМАЛЬНОЕ ЭКВИВАЛЕНТНОЕ 
ВЫРАЖЕНИЕ, условие которой состоит из £  и К, достаточно 
угадать выражение Е', содержащее не более К вхождений ли­
тералов, и с помощью оракула определить выполнимость выра­
жения 1 ((£ '-» -£ )7 \ (£ -» -£ ') ) . Если это выражение невыпол­
нимо, то £ ' — искомое выражение.

Только что приведенную недетерминированную программу 
с оракулом можно назвать “ (полиномиальной) недетерминиро­
ванной сводимостью по Тьюрингу” задачи МИНИМАЛЬНОЕ 
ЭКВИВАЛЕНТНОЕ ВЫРАЖЕНИЕ к задаче ВЫПОЛНИ­
МОСТЬ БУЛЕВСКОГО ВЫРАЖЕНИЯ. Эта сводимость наво­
дит на мысль определить новый, более широкий класс задач, 
которые за полиномиальное время недетерминированно сво­
димы по Тьюрингу к задачам класса NP. Для этой цели вве­
дем соответствующие обозначения. Пусть У — некоторый класс 
языков. Классы языков Р у и NPy определяются следующим 
образом:

Py =  {L: существует такой язык L ' ^ Y ,  что L ос TL'},
f  существует такой язык L' е  У, что существует

NPy =  \Е \  полиномиальная недетерминированная своди-
(. мость по Тьюрингу языка L к V

Заметим, что P NP есть просто класс всех NP-простых языков. 
Класс NPNP содержит язык МИНИМАЛЬНОЕ ЭКВИВАЛЕНТ­
НОЕ ВЫРАЖЕНИЕ. Не известно, отличаются или совпадают
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классы PNP и NPNP. Отношения включения между двумя по­
строенными классами и классами Р, NP, co-NP изображены на 
рис. 7.4.

На основе этой картины взаимоотношения классов языков 
Мейер и Стокмейер [384] заметили, что процесс определения 
новых классов языков исходя из старых может быть продол­
жен до бесконечности, при этом будут получаться классы, по- 
видимому, все более сложных языков. В результате возникает

Рис, 7.4. Отношения включения между классами языков, в том числе новыми 
классами PNP и NPnp (в предположении, что P=/>NP).

так называемая полиномиальная иерархия. Классы языков этой 
иерархии обозначаются через 2 *, и Д& (где верхний ин­
декс р используется только для того, чтобы отличать эти клас­
сы от аналогичных классов в арифметической иерархии Клини 
(см. Роджерс [453]) и определяются следующим образом:

2о =  П§ =  До =  Р,
для всех k ^  0

Д2-и =  рЧ
2g+1 =  n p x2,
П*+1 =  со-21+1,

(т. е. класс П£ + 1  состоит из всех задач, дополнительных зада­
чам класса 2£+1). На самом деле Ilf =  co-NP, 2f =  NP и Д,р =  Р.
Аналогично, Др =  PNP, 2§ =  NPnp. На рис. 7.5 показаны взаимо­
отношения между классами языков этой иерархии.

Полиномиальная иерархия позволяет более детально клас­
сифицировать NP-трудные задачи распознавания свойств. Во- 
первых, можно спросить, содержится ли вообще рассматривае­
мая задача в иерархии (в разд. 7.4 будут указаны некоторые 
задачи, по-видимому не содержащиеся в этой иерархии, хотя
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до сих пор не известно даже, являются ли они труднорешае­
мыми). Для того чтобы выяснить, содержится ли рассматри­
ваемая задача в иерархии, полезно иметь прямой способ дока­
зательства того, что эта задача принадлежит некоторому клас­
су иерархии, без последовательного применения индуктивного 
определения. Для этого можно использовать понятие отноше­
ния таким же образом, как Карп [280] воспользовался понятием 
отношения для определения класса NP. Пусть Г — некоторый

Рис. 7.5. Взаимоотношения между классами полиномиальной иерархии.

алфавит; отношением размерности k над Г* называется множе­
ство R, состоящее из наборов <Zi, Z2, . . . .  z*> из k слов z„ 1 ^  
^  i ^  k, в алфавите Г. Будем говорить, что отношение распоз­
наваемо за полиномиальное время, если найдется детерминиро­
ванная программа с полиномиальным временем работы, рас­
познающая язык, который состоит в точности из всех наборов 
по k слов, принадлежащих R. Следующая теорема доказана 
в работе [536].

Теорема 7.4. Пусть L — язык в алфавите Г*, |Г | ^ 2 .  Для  
любого k ^  1 язык L g Xj тогда и только тогда, когда суще­
ствуют такие полиномы р\, р2.........р* и отношение R над Г*
размерности k - \- \ ,  распознаваемое за полиномиальное время. 
что для всех ^ е Г '  имеет место

xf=L<=M 3p, е Г ,  |P i K p , ( |* l ) )
(Vp2 e= Г , | y j K f t ( | * | ) )

|< р * ( |х |) )
К*. Уи Уг.........Ук) е  /?],

где квантор Q перед переменной ук есть Э, если k нечетно, и 
V, если k четно, а промежуточные кванторы чередуются.

Отметим, что задача МИНИМАЛЬНОЕ ЭКВИВАЛЕНТНОЕ 
ВЫРАЖЕНИЕ представляется в таком виде при k — 2, если 
отношение R определить так: <(х, К), у и t/2) ^  R тогда и толь-
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ко тогда, когда х  и у\ — правильно построенные булевские вы­
ражения, причем у\ содержит не более К вхождений литера­
лов, а уг — набор значений истинности, выполняющий выраже­
ние ( х - * ~  y i ) ' A  (у\ х). Можно получить аналогичное описание
класса П£, если в теореме 7.4 все кванторы 3  и V поменять 
местами (см. [536]).

Сформулированная теорема дает способ определения верх­
ней границы для наименьшего из таких k, что L е  2*. Опреде­
ление нижней границы (хотя бы даже условное) представляет­
ся более трудной задачей. Один результат в этом направлении 
был получен Легетом [333], он состоит в том, что если NP Ф  
^ co -N P , то некоторые задачи распознавания, связанные с оп­
тимизационными задачами, не могут лежать ни в NP, ни в 
co-NP. Эти задачи распознавания отличаются от стандартных 
тем, что в них формулируются некоторые утверждения отно­
сительно оптимальности. Простым примером является следую­
щая задача.

К Л И К А  М А К С И М А Л Ь Н О Г О  Р А З М Е Р А
УСЛОВИЕ. Заданы граф G и положительное целое число К. 
ВОПРОС. Верно ли, что наибольший полный подграф графа G 
содержит ровно К вершин?

В отличие от вопроса: “Существует ли клика размера не ме­
нее Ю", — который формулируется в задаче КЛИКА, в рас­
сматриваемой задаче спрашивается: “Будет ли К размером 
максимальной клики?” Задача распознавания оптимальности, 
соответствующая задаче МИНИМАЛЬНОЕ ЭКВИВАЛЕНТ­
НОЕ ВЫРАЖЕНИЕ, формулируется следующим образом.
Р А З М Е Р  М И Н И М А Л Ь Н О Г О  Э К В И В А Л Е Н Т Н О Г О  
В Ы Р А Ж Е Н И Я
УСЛОВИЕ. Заданы правильно построенное булевское выраже­
ние Е и неотрицательное целое число К.
ВОПРОС. Верно ли, что не существует правильно построен­
ного булевского выражения, эквивалентного Е и содержащего 
не более К  — 1 литералов, но существует выражение, эквива­
лентное Е и содержащее ровно К литералов?

В результатах Легета ключевым понятием является поня­
тие “недетерминированная полиномиальная табличная своди­
мость”, которая обозначается через ос^р и определена в работе
[316]. Смысл этого понятия заключается в том, что L o c ^ L ',  
если некоторая недетерминированная оракульная программа, 
останавливающаяся в состоянии “нет”, когда ее оракул говорит 
“нет”, может проверить принадлежность языкуL с использова­
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нием оракула для L'. Основная теорема Легета [333] в при­
менении к классу NP формулируется следующим образом.

Теорема 7.5. Если Lo, L\ и Li — такие языки, что L\ и Li NP- 
полны, L\ осcPL0 и Li occPL§ (где Lc обозначает язык дополни­
тельный к L), то

L0 е= NP U co-NP =► NP =  co-NP.

Эта теорема применима к задачам КЛИКА МАКСИМАЛЬ­
НОГО РАЗМЕРА и РАЗМЕР МИНИМАЛЬНОГО ЭКВИВА­
ЛЕНТНОГО ВЫРАЖЕНИЯ, а также ко многим другим подоб­
ным задачам распознавания. Если эту теорему применять к за­
даче КЛИКА МАКСИМАЛЬНОГО РАЗМЕРА, то в качестве 
языков Li и Li можно взять язык, соответствующий задаче 
КЛИКА. Нетрудно показать, что задача выяснения того, чго 
граф не содержит полного подграфа на К  вершинах, сводится 
как к задаче КЛИКА МАКСИМАЛЬНОГО РАЗМЕРА, так и к 
ее дополнению.

Комбинируя теоремы 7.4 и 7.5, можно довольно точно ука­
зать место рассматриваемой задачи в полиномиальной иерар­
хии, на нижних уровнях которой расположено большинство 
естественно возникающих задач. Например, на основе этих тео­
рем можно заключить, что если Р ф  co-NP, то задача КЛИКА 
МАКСИМАЛЬНОГО РАЗМЕРА лежит в классе^? 
т. е. NP-проста, но не принадлежит ни NP, ни co-NP.

В основу попыток классификации задач, расположенных на 
более высоких уровнях иерархии, положено обобщение понятия 
NP-полноты задачи на соответствующем уровне иерархии. Если 
удастся выявить “самую трудную” задачу класса 2 *, то эта 
задача не будет принадлежать классу E£_i, если, конечно, эти 
классы не совпадают. Понятие “самой трудной” задачи нам 
уже знакомо. Язык L будем называть полным в классе 2* 
(относительно полиномиальной сводимости), еслиА еЕ * и для 
всех L' е  2 *, V  ос L. Аналогичные определения полноты 
можно дать для классов Щ и Д£. Легко показать, что если 
язык L полон в классе 2* и L e Z [ . | ,  то 2* =  2*-i (аналогич­
ные утверждения имеют место и для классов П£ и А*). Таким 
образом, доказательство полноты задачи в некотором классе 
иерархии — это достаточно эффективный способ выяснения ме­
ста этой задачи в иерархии.

Как и в случае NP-полноты, было бы гораздо проще дока­
зывать полноту в классе иерархии, если известна некоторая 
“первая” задача, полная в этом классе, т. е. задача, которая 
играла бы такую же роль, какую ВЫПОЛНИМОСТЬ играет
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в классе NP. Задачи В*, полные в классах 2* для всех k ^  1, 
были впервые указаны в работе [384]. Индивидуальная задача 
из Вь представляет собой правильно построенное булевское вы­
ражение Е  с множеством переменных X — {*[/, у]: 1 ^  i ^  k,
1 ^  j ^  mi), где mi, m2.........m* 5 * 0  — некоторые целые числа.
Вопрос заключается в истинности следующего выражения:

(Э*[1, 1]) ... (Эх[1, т,])
(V*[2, I] ... (Vx[2, т 2])

(Qx \k, 1]) . . .  (Qx[£, mk])E,

где квантор Q есть квантор 3  при k нечетном и V при k  чет­
ном, а остальные кванторы чередуются согласно значению пер­
вого параметра переменной х.

Отметим, что по теореме 7.4 Следующий результат
доказан в работах [384] и [536].

Теорема 7.6. Для всех k ^  1 язык Bk полон относительно 
полиномиальной сводимости в классе 2 *, а его дополнение — 
язык В% полон относительно полиномиальной сводимости в 
классе П*.

Таким образом, учитывая транзитивность отношения ос для 
доказательства полноты задачи П в классе 2 *, достаточно по­
казать, что П е 2 *  и Вн ос П. Несмотря на это, до сих пор по­
лучено мало результатов подобного типа. Козен [301] показал 
существование аналогичной иерархии полных задач, формули­
руемых не в терминах булевских выражений, а в терминах ко­
нечно представленных алгебр, но результатов об индивидуаль­
ных задачах, представляющих самостоятельный интерес, мало. 
Один из них, относящийся к задаче НЕЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ 
ЦЕЛОЧИСЛЕННЫХ ВЫРАЖЕНИЙ, получен в работе [500]. 
Если п е  Z+, то двоичная запись числа п называется целочис­
ленным выражением, представляющим множество {п}. Если е 
и f — целочисленные выражения, представляющие множества £  
и F, то (е U /) называется целочисленным выражением, пред­
ставляющим Е U F, а (е -f- /) называется целочисленным выра­
жением, представляющим множество {m +  п : т  е  Е, n e F ) .  
Индивидуальная задача из задачи НЕЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ 
ЦЕЛОЧИСЛЕННЫХ ВЫРАЖЕНИЙ — это пара <е,/> цело­
численных выражений, а вопрос формулируется следующим об­
разом: “Верно ли, что е й /  представляют различные подмно­
жества Z+?”. Стокмейер [500] доказал, что эта задача полна 
в классе 22. Кроме этого результата, даже о классе 2?
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известно немного. Не известно, например, верно ли, что задача 
МИНИМАЛЬНОЕ ЭКВИВАЛЕНТНОЕ ВЫРАЖЕНИЕ полна 
в классе Б |.

Не следует, однако, слишком переживать из-за отсутствия 
результатов в этом направлении, так как различия задач, вы­
текающие из структуры полиномиальной иерархии, видимо, 
имеют больше теоретическое, нежели практическое значение. 
Это объясняется следующей теоремой Стокмейера [500].

Теорема 7.7. Если для некоторого k ^  1 имеет место равен­
ство Б* =  Ни, то Б/ =  П/ =  Б* для всех j  ̂  k.

В частности, если Р =  NP, то NP =  Б? =  П? и поэтому Sf =
00

=  Р для всех / 0 . Пусть PH =  (J Sf — множество всех язы-
/=1

ков полиномиальной иерархии. Тогда Р =  NP тогда и только 
тогда, когда PH =  Р, т. е. тогда и только тогда, когда все 
языки иерархии можно распознать за полиномиальное время 
и вся иерархия сжимается в один класс Р.

Таким образом, утверждение, что NP-трудная задача П ле­
жит в классе PH, хотя и не эквивалентно NP-легкости задачи 
П, но имеет те же следствия: П можно решить за полиномиаль­
ное время тогда и только тогда, когда Р =  NP. Тонкие свой­
ства задачи П, зависящие от ее положения в иерархии, с вы­
числительной точки зрения, видимо, не имеют большого значе­
ния еще и потому, что можно доказать, что любая задача клас­
са PH может быть решена перебором за детерминированное 
время 0 (2 я(п>), где q — некоторый полином, п — длина записи 
входа (этот же результат для класса NP был доказан в тео­
реме 2 .1 ).

Тем не менее в предположении Р ф  NP полиномиальная 
иерархия представляет теоретический интерес, а теорема 7.7 
прибавляет к списку фундаментальных открытых вопросов еще 
один: “Верно ли, что PH — бесконечная иерархия, т. е. верно 
ли, что 5 * + 1  \  Б* не пусто для любого k ^  1?” Заметим, вполне 
может оказаться, что Р ф  NP, NP ф  co-NP и в то же время 
вся иерархия сжимается в один класс Sf, хотя такой результат 
и был бы весьма удивителен.

7 . 3 .  С Л О Ж Н О С Т Ь  З А Д А Ч  П Е Р Е Ч И С Л Е Н И Я

Задачи перечисления относятся к числу естественных канди­
датов на роль труднорешаемых задач даже в том случае, если 
Р =  NP. Для того чтобы определить такое понятие, как задача 
перечисления, напомним понятие переборной задачи из гл. 5. 
В переборной задаче П каждая индивидуальная задача / е / ) д
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имеет ассоциированное с ней множество решений Sn (/) и при 
заданном /  требуется найти один элемент из множества Sn (/) 
(в соответствующей задаче распознавания спрашивается, пусто 
S n U)  или нет). Задача перечисления, соответствующая пере 
борной задаче П, формулируется так: “Задано I, какова мощ­
ность множества S n ( /) ,  т. е. сколько имеется решений?”

Со многими задачами распознавания,' которые мы обсуж­
дали, можно естественным образом связать задачи перечисле­
ния. Например, с задачей ГАМИЛЬТОНОВ ЦИКЛ можно свя­
зать следующую задачу перечисления: “Задан граф G, сколько 
различных гамильтоновых циклов имеется в G?” Задаче ВЫ­
ПОЛНИМОСТЬ соответствует задача: “Задано множество 
дизъюнкций С на множестве переменных V, сколько существует 
наборов значений истинности, выполняющих одновременно все 
дизъюнкции в С?”

Отметим, что в задаче перечисления не требуется предъ­
явить все элементы множества Sn(/), необходимо только опре­
делить их количество. Таким образом, хотя число гамильтоно­
вых циклов в графе G может быть экспоненциально велико 
(в зависимости от числа вершин) и для составления их списка 
потребуется экспоненциальное время, ответ задачи перечисле­
ния может быть записан полиномиальным числом двоичных 
знаков. Следовательно, “размер” ответа сам по себе не препят­
ствует решению задачи за полиномийльчое время.

В действительности некоторые нетривиальные задачи пере­
числения можно решить за полиномиальное время. В работе 
[198], например, показано, что задача перечисления: “Дан граф 
G, сколько в нем имеется различных остовных деревьев?” — 
может быть решена за полиномиальное время с помощью “мат­
ричной теоремы о деревьях” Кирхгофа и вычисления некоторых 
определителей. Подобным же образом задача: “Задан граф G, 
сколько в нем имеется эйлеровых путей?” — может быть ре­
шена за полиномиальное время.

Тем не менее многие задачи перечисления, по-видимому, 
очень сложны. Задачи перечисления, соответствующие NP-пол- 
ным задачам, очевидным образом являются NP-трудными, по­
скольку если известна мощность множества S n (/), то можно 
легко определить, пусто это множество или нет. Некоторые 
задачи перечисления, видимо, сложнее соответствующих задач 
существования. Даже в том случае, если Р =  NP и за полино­
миальное время можно определить, содержит ли произвольный 
граф гамильтонов цикл, совершенно не ясно, поможет ли это 
подсчитать за полиномиальное время число гамильтоновых цик­
лов в графе G.

Исходя из этого наблюдения, Вэльянт [522] предложил рас­
смотреть новый класс полиномиально эквивалентных задач —
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класс “КР-полных задач” 1), включающий многие задачи пере­
числения и имеющий целью подчеркнуть дополнительную слож­
ность задач перечисления. (Аналогичное предложение было 
сделано в работе [491].) Задача перечисления принадлежит 
классу КР, если найдется недетерминированный алгоритм, та­
кой, что для каждой индивидуальной задачи I е  Da число раз­
личных “догадок”, ведущих к принятию I, равно в точности 
S n  (/) | , а длина самого продолжительного принимающего вы­
числения ограничена полиномом от Length [/]. (Вэльянт [522] 
определил этот класс задач в терминах так называемых “счи­
тающих машин Тьюринга”, которые аналогичны “пороговым 
машинам” из работ [490, 491] и вероятностным машинам Тью­
ринга из работы [171].)

Легко видеть, что рассмотренные выше задачи перечисле­
ния лежат в классе КР. В самом деле, если П — произвольная 
переборная задача, для которой существует полином р, такой, 
что для всех / е О п  и всех a e S n  (/) “длина” не превосходит 
р (Length [ /]) , а также для всех /  и о за полиномиальное время 
можно определить, верно ли утверждение o e S n ( / ) ,  то не­
трудно видеть, что задача перечисления, соответствующая П, 
лежит в классе КР. Таким образом, можно заключить, что 
класс КР содержит по крайней мере большую часть тех задач 
перечисления, которые было бы желательно рассмотреть, а 
также что среди них имеется много трудных задач. Понятие 
“полноты” в классе КР опять-таки используется для выявления 
‘‘самых трудных” задач этого класса. Задача перечисления П 
называется КР-полной, если П е  КР и для всех П' е  КР, 
П 'осг П.

Заметим, что в этом определении используется полиномиаль­
ная сводимость по Тьюрингу, а не просто полиномиальная сво­
димость. Это объясняется тем, что рассматриваемые в данном 
случае задачи являются не просто задачами распознавания, а 
имеют в качестве ответов числа. Можно, однако, рассмотреть 
следующий вариант понятия полиномиальной сводимости. Пусть 
имеются две переборные задачи П и П'. Будем говорить, что 
задача П (полиномиально) консервативно сводится к задаче П', 
если существует вычислимая за полиномиальное время функция 
f: Da-*-Da', такая, что для всех / е й п, 1S n (/) I =  1S n '(/(/)) |. 
Заметим, что консервативная сводимость задачи П к задаче П' 
в то же время является полиномиальной сводимостью одной за ­
дачи к другой. Более важно, однако, заметить, что консерва­
тивная сводимость задачи П к задаче П' автоматически дает

*) Обозначение КР введено вместо используемого в оригинале символа 
# Р ; К — первая буква от слова «количество». Здесь речь идет о количестве 
элементов в перечисляемом множестве. — Прим. ред.
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сводимость по Тьюрингу соответствующих задач перечисления. 
Таким образом, консервативная сводимость может служить 
ценным инструментом при доказательстве КР-полноты.

Этим инструментом впервые воспользовался Саймон [490]. 
Он заметил, что общая сводимость в доказательстве теоремы 
Кука может быть сделана консервативной, и таким образом 
получил следующий результат.

Теорема, 7.8. Задача подсчета числа выполняющих наборов 
значений истинности для индивидуальной задачи ВЫПОЛНИ­
МОСТЬ является КР-полной.

Саймон [491] заметил также, что многие известные из ли­
тературы сводимости, использующиеся в доказательствах ре­
зультатов об NP-полноте, являются консервативными, а в тех 
случаях, когда они не консервативны, можно найти консерва­
тивные сводимости (см. [521] и [135]). Отсюда можно заклю­
чить, что, например, задачи перечисления, соответствующие 
шести основным NP-полным задачам из гл. 3, являются КР- 
полными (хотя мы и не утверждаем, что сводимости, исполь­
зовавшиеся в гл. 3, консервативны).

Может показаться удивительным тот факт, что некоторые 
задачи перечисления являются КР-полными, в то время как 
соответствующие переборные задачи могут быть разрешимы 
за полиномиальное время. Рассмотрим следующую задачу: “За­
дан двудольный граф G, спрашивается, сколько различных со­
вершенных паросочетаний в нем содержится?” (Напомним, что 
двудольным графом G —  (V, Е) называется граф, множество 
вершин которого разбито на два подмножества V\ и V%, так 
что любое ребро соединяет вершины только из разных подмно­
жеств. Совершенным паросочетанием называется такое подмно­
жество ребер Е', Е ' ^ Е ,  что любая вершина в V инцидентна 
ровно одному ребру из Е'.) Эта задача перечисления особенно 
интересна потому, что она эквивалентна вычислению “перма­
нента ” матрицы 0 - 1  (перманент — аналог определителя, однако 
в соответствующую сумму все произведения элементов матрицы 
входят со знаком + )•  Указанная выше переборная задача хо­
рошо известна еще и потому, что это просто “задача о бракосо­
четании”, упоминавшаяся в разд. 3.1.2, и, как там указано, раз­
решима за полиномиальное время. Тем не менее в работе [522] 
доказан следующий результат.

Теорема, 7.9. Задача о подсчете числа различных совершен­
ных паросочетаний в двудольном графе является КР-полной.

Таким образом, в то время как для одних переборных за­
дач, разрешимых за полиномиальное время, соответствующая 
задача перечисления не может быть решена за полиномиальное
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время при условии Р ф  NP (и даже в случае Р =  NP это мало 
вероятно), для других задач, например задач об остовном де­
реве или об эйлеровом пути, упомянутых в начале настоящего 
раздела, соответствующие задачи перечисления могут быть ре­
шены за полиномиальное время. Было бы интересно продол­
жить эту классификацию. Частичные результаты в этом на­
правлении содержатся в работе [260]. В ней, в частности, до­
казано, что некоторые задачи перечисления, основанные на 
переборных задачах, разрешимых за полиномиальное время (на­
пример, задаче К-е ПО ПОРЯДКУ ПОДМНОЖЕСТВО, об­
суждавшейся в гл. 5), NP-трудны. Хотя в этой работе и не 
рассматриваются вопросы о КР-полноте, нетрудно показать, 
что обсуждаемые там задачи в действительности КР-полны. 
Другие КР-полные задачи можно найти также в работе [523].

7 . 4 .  П О Л Н О Т А  С  П О Л И Н О М И А Л Ь Н О
о г р а н и ч е н н о й  п а м я т ь ю

До сих пор нам встречался только один “ресурс”, исполь­
зуемый для вычисления, — время, необходимое для его выпол­
нения. На практике в равной степени важен и другой ресурс — 
объем памяти ЭВМ, или число ячеек, необходимых для вычис­
ления, который будет называться "емкостной" потребностью 
алгоритма. Время, требующееся при вычислении на машине 
Тьюринга, есть число шагов, выполняемых до момента перехода 
в заключительное состояние. Память, требующаяся при вычис­
лении, есть число различных ячеек, которое при этом просмат­
ривает читаюшая/пишушая головка. Поскольку число просмат­
риваемых ячеек не может превосходить числа шагов вычисле­
ния, то любая задача, разрешимая за полиномиальное время, 
разрешима также и с полиномиальной памятью. Более того, 
понятие полиномиальной памяти, как и понятие полиномиаль­
ного времени, обладает свойством независимости от модели вы­
числительного устройства. Для всех реалистичных моделей ЭВМ 
класс задач, разрешимых на них с полиномиальной памятью, 
один и тот же. (В действительности в отношении памяти неза­
висимость от модели ЭВМ еще более ярко выражена, а именно 
классы задач, разрешимых с памятью 0 ( n k) для любого це­
лого k >  0, одинаковы для всех стандартных моделей ЭВМ 
[215].) В настоящем разделе мы подробно рассмотрим взаи­
мосвязь полиномиального времени и полиномиальной памяти.

Хотя все задачи, разрешимые за полиномиальное время, раз­
решимы также и с полиномиальной памятью, до сих пор не из­
вестно, существуют ли задачи, разрешимые с полиномиальной 
памятью, но неразрешимые за полиномиальное время. Гипотеза
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о существовании таких задач выглядит весьма правдоподобно, 
поскольку все задачи класса NP, все задачи полиномиальной 
иерархии и все задачи класса КР могут быть решены с поли­
номиальной памятью. Таким образом, если Р ф  NP или Р ф  
ф  КР, то вычисления с полиномиальной памятью не эквива­
лентны вычислениям с полиномиальным временем. Кроме того, 
имеется много задач, разрешимых с полиномиальной памятью, 
но, по-видимому, более сложных, чем задачи из перечисленных 
выше классов. Для того чтобы выделить “наиболее сложные” 
из этих задач, введем понятие “полноты” с полиномиальной 
памятью.

Давая формальные определения, мы вновь ограничимся язы­
ками (задачами распознавания). Обозначим через P-SPACE 
класс всех языков, распознаваемых ДМТ-программой, исполь­
зующей память, ограниченную полиномом и останавливающую­
ся на всех входах. Теперь понятие полноты определяется стан­
дартно: язык L называется P-SPACE-яоляьш (относительно по­
линомиальной сводимости), если L е  P-SPACE и любой язык 
U  из класса P-SPACE сводится к L, U  ос L. Из этого опреде­
ления вытекает, что если язык L является P-SPACE-полным, 
то L g P тогда и только тогда, когда Р =  P-SPACE. Аналогич­
ное утверждение будет верно, если заменить класс Р на NP. 
Поскольку может оказаться, что Р =  NP, даже если Р Ф  Р- 
SPACE, то P-SPACE-полнота задачи дает более сильное сви­
детельство ее труднорешаемости, чем NP-полнота. Факт Р- 
SPACE-полноты задачи можно рассматривать так же, как ука­
зание о том, что задача не принадлежит ни классу NP, ни по­
линомиальной иерархии. В работе [536] показано, что если 
какая-нибудь P-SPACE-полная задача лежит в классе 2* для 
некоторого k, то вся иерархия сжимается до класса P-SPACE, 
т. е. 2/ =  22 =  P-SPACE для всех / ^  k.

Фундаментальная P-SPACE-полная задача и ее интересная 
связь с задачами Вк, полными в классе 2*, обсуждавшимися 
в разд. 7.2, были указаны в работе [503]. А именно, рассматри­
вая задачи Вк как языки относительно одной общей схемы ко­
дирования, можно получить P-SPACE-полный язык, полагая 

00

£„ =  U Вк. Для большей ясности, однако, рассмотрим язык
/г-1

Во, как задачу распознавания, для чего дадим ему подходящее 
название и определение.

Б У Л Е В С К И Е  Ф О Р М У Л Ы  С  К В А Н Т О Р А М И  ( Б Ф К )
УСЛОВИЕ. Задана правильно построенная булевская формула

F =  (Qi*i)(Qi, х2) . . .  (Qnxn) Е,
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где Е — булевское выражение с переменными Х\, х-г..........хп,
a Qt — один из кванторов “ Н” или “V”.
ВОПРОС. Верно ли, что F истинна?

Отметим, что существенное отличие задач БФК от В* со­
стоит в том, что в Bk допускаются индивидуальные задачи с за­
ранее ограниченным числом чередования кванторов (либо за 
“V” следует “ 3 ”, либо за “ 3 ” следует “V”). В БФК, напро­
тив, число изменений кванторов не ограничено. Принадлеж­
ность БФК классу P-SPACE следует из того, что истинность 
формулы F можно проверить, перебирая все возможные наборы 
значений истинности переменных хи Х2, . . . ,  х„ и вычисляя зна­
чения выражения Е на этих наборах значений истинности. 
Запись проверяемого набора значений истинности, проверку ис­
тинности Е и слежение за номером проверяемого набора значе­
ний истинности можно осуществить с использованием полино­
миальной памяти, хотя для проверки всех 0 (2 р<">) наборов зна­
чений истинности потребуется экспоненциальное время. То,что 
любой язык V  е  P-SPACE может быть сведен к языку БФК» 
следует из аналога теоремы Кука, в котором вместо полино­
миальных по времени вычислений моделируются вычисления, 
полиномиальные по памяти. В действительности число шагов 
вычисления может иметь порядок 0 (2 р(л)), где р — полином, п — 
длина входа (и в силу аналога теоремы 2.1, не может быть 
больше), эта неприятность преодолевается нетривиальным при­
емом, предложенным в работах [503, 500]. Таким образом, 
можно получить следующий результат.

Теорема, 7.10. Задача БФК является P-SPACE-полной.
На основе задачи БФК класс P-SPACE-полных задач был 

в значительной степени изучен. Хотя мы уже убедились в NP- 
трудности большинства элементов этого класса задач, следует 
принять во внимание дополнительное “подтверждение” трудно- 
решаемости, которое дает P-SPACE-полнота. Для P-SPACE- 
полной задачи мало вероятна принадлежность не только классу 
Р, но и классу NP. Следовательно, свойства, проверка которых 
P-SPACE-полна, вероятно, не могут быть проверены за полино­
миальное время даже с использованием “догадки” полиноми­
альной длины. Более того, с теоретической точки зрения даже 
приятно, что результаты о “полноте” в отличие от результатов 
о “трудности” позволяют довольно точно определить сложность 
задачи.

По мере расширения числа P-SPACE-полных задач класс 
P-SPACE-полных задач приобретает новые характеристики. За­
дачи, в нем содержащиеся, весьма отличаются от известных 
NP-полных задач. В заключение настоящего раздела приведем
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несколько P-SPACE-полных задач, которые, как мы надеемся, 
позволят читателю получить некоторое представление о том, 
как они выглядят.

В первую очередь заметим, что аналогично тому, как задача 
ВЫПОЛНИМОСТЬ сводится к задаче 3-ВЫП, задача БУЛЕВ­
СКИЕ ФОРМУЛЫ С КВАНТОРАМИ может быть сведена к 
своему ограниченному варианту 3-ВЫП С КВАНТОРАМИ, в 
которой булевское выражение является индивидуальной зада­
чей из 3-ВЫП (т. е. конъюнкцией 3 литеральных дизъюнкций). 
Так что и эта ограниченная задача P-SPACE-полна, см. [503]. 
В доказательстве используется прием из работы [31], который 
позволяет преобразовать произвольное булевское выражение, 
содержащее связки и в выражение нужного вида. 
Роль “основной” P-SPACE-полной задачи, аналогичную роли 
рассмотренных выше шести основных NP-полных задач, играет 
задача 3-ВЫП С КВАНТОРАМИ.

Особенно богатый источник P-SPACE-полных задач пред­
ставляют собой комбинаторные игры. Игры, интересные с этой 
точки зрения, — это игры двух лиц. Их можно кратко описать, 
задав общую “позицию” в множестве всех возможных “пози­
ций”, критерий выявления игрока, имеющего “ход” в данной 
позиции, способ изменения позиции в результате “хода”, ука­
зания заключительной позиции (и победителя), а также ис- 
ходной позиции. Назовем игроков БЕЛЫЕ и ЧЕРНЫЕ, обо­
значим через Ро исходную позицию, а также примем согла­
шение, что после достижения заключительной позиции все 
последующие ходы ее не меняют. Утверждение, что БЕЛЫЕ, на­
чиная игру, имеют форсированный выигрыш за п ходов (п четно), 
формализуется следующим образом:

Существует такой ход БЕЛЫХ из позиции Р0 в позицию 
Pi, что для всех ходов ЧЕРНЫХ из позиции Pi в позицию Р2, 
существует такой ход БЕЛЫХ из позиции Р2 в позицию 
Р3, что для любого хода ЧЕРНЫХ из позиции Р3 в пози­
цию Р4,

существует такой ход БЕЛЫХ из позиции Р„_2 в позицию 
P„_i, что для любого хода ЧЕРНЫХ из позиции P„_i в по­
зицию Рп, позиция Р„ выигрышна для БЕЛЫХ.

Заметим, что в этом утверждении имеется последователь­
ность “перемен кванторов”, которая приводит к P-SPACE-пол- 
ноте задачи БФК- Таким образом, не удивительно, что задача 
распознавания вида: “Задана начальная позиция некоторой 
игры, верно ли, что БЕЛЫЕ имеют форсированный выиг­
рыш?” — оказывается P-SPACE-полной.
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Первый результат такого типа был получен в работе [119]. 
Задача, которую обсуждали авторы, формулируется следующим 
образом.

ОБОБЩЕННЫЙ ГЕКС
УСЛОВИЕ. Задан неориентированный граф G =  (V, Е) с выде­
ленными вершинами s, t е  V.
ВОПРОС. Верно ли, что БЕЛЫЕ имеют форсированный выиг­
рыш в следующей игре на G? Позицией является разбиение 
множества У  на три таких подмножества < У ь  У 2, У з ) ,  что 
{s, *} Е  У з. Исходная позиция имеет вид <0, 0 ,  У ) ,  а все пози­
ции вида < У ь  У 2, {s, *}> заключительные. В позиции <У ь  У 2, У з ) ,  
где У з ф  {з, ? } , если K i l  +  I ^ l  четно, то ходят БЕЛЫЕ, в про­
тивном случае ходят ЧЕРНЫЕ. Ход БЕЛЫХ состоит в выборе 
вершины и е  У з \  {з, /} и замены текущей позиции на позицию 
< У 1 U {и}, У г, У з \ { « } > .  ЧЕРНЫЕ ходят аналогично, удаляя 
вершину из У 3 и добавляя ее к У 2. В заключительной позиции 
< У ь  У 2, {з, /}> БЕЛЫЕ выигрывают тогда и только тогда, когда 
индуцированный множеством У1 U {-s. О подграф графа G содер­
жит путь из з в t.

Основная идея этой игры состоит в том, что БЕЛЫЕ и ЧЕР­
НЫЕ по очереди выбирают вершины из множества У \{ з , t}. 
Цель БЕЛЫХ — построить путь из з в t, цель ЧЕРНЫХ — вос­
препятствовать этому. В дейетвительности игра ГЕКС имеет 
гораздо более специальную форму, чем игра ОБОБЩЕННЫЙ 
ГЕКС, и играется на графе регулярной структуры, похожей на 
шахматную доску. Рассматриваемая задача лежит в классе 
P-SPACE потому, что в ней возможно только полиномиальное 
число шагов (если быть точным, то |У | — 2). Доказательство 
P-SPACE-полноты задачи получаете* с помощью сведения к 
ней задачи 3-ВЫП С КВАНТОРАМИ.

Известна также P-SPACE-полнота некоторых других игр. 
К их числу относятся: обобщение игры “география” — игра, в 
которой игроки по очереди приводят название стран, причем 
название новой страны начинается с той буквы, которой закан­
чивается название предыдущей [473], игра, получающаяся 
обобщением головоломки Братьев Паркер “Instant Insanity” 
[452], и обобщение игр в шахматы и Го на доски размера 
п X  п (о двух последних играх, если не пользоваться специаль­
ными правилами, обеспечивающими полиномиальность общего 
числа ходов, установлена лишь P-SPACE-трудность) [127,345]. 
Другие примеры игр можно найти в списке приложения.

Кроме задач, связанных с играми, P-SPACE-полные задачи 
возникают в теории языков и автоматов, в программировании; 
при этом они часто оказываются ограниченными вариантами
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задач, труднорешаемость или даже неразрешимость которых 
известна. Одна из таких задач указана в работах [384, 9]. 
В этой задаче речь идет о “регулярных выражениях”. Она пред­
ставляет интерес еще и потому, что в ней нет такой явной пере­
мены кванторов, как в рассматривавшихся до сих пор задачах. 
Определим вначале понятия “регулярное выражение” и “язык, 
им представляемый”. Пусть 2 — конечный алфавит. Регулярное 
выражение над 2 и язык, представляемый им, определяются 
индуктивно:
(1) 0  есть регулярное выражение, представляющее пустое

множество слов;
(2) е есть регулярное выражение, представляющее язык, со­

стоящий из пустого слова е;
(3) для всех а е  2  а есть регулярное выражение, представ­

ляющее язык {а};
(4) если а  и р — регулярные выражения, представляющие мно­

жества А и В, то
(i) а  +  р есть регулярное выражение, представляющее язык 

А[}В,
(ii) ар есть регулярное выражение, представляющее язык 

АВ = { х у : х е А ,  у(=В} ,
(Hi) а* есть регулярное выражение, представляющее язык

А *=  М А1, где Л° =  {е} и АШ =  А1А при 0.
1 -0

P-SPACE-полная задача относительно регулярных выражений 
формулируется следующим образом:

НЕУНИВЕРСАЛЬНОСТЬ РЕГУЛЯРНОГО ВЫРАЖЕНИЯ
УСЛОВИЕ. Задано регулярное выражение а  над конечным ал­
фавитом 2.
ВОПРОС. Верно ли, что множество, представляемое регуляр­
ным выражением а, отлично от 2*?

Эта задача остается P-SPACE-полной даже в том случае, 
если применять только фиксированный алфавит {0,1}. Однако 
если расширить определение регулярного выражения, допуская 
использование вместо а* а  сокращения (а )2 (и в частности, 
вместо ( ( ( а ) 2)2)2 сокращение (а )8), то возникающая в резуль­
тате задача превратится в труднорешаемую, и для ее решения, 
как доказано в [384], требуется экспоненциальная память. До­
казательство P-SPACE-полноты этой задачи, приведенное в 
книге [9], представляет интерес потому, что в нем построена 
общая сводимость произвольного языка из класса P-SPACE, в 
которой регулярные выражения используются для кодирования
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отвергающих вычислений, а не принимающих. Таким обра­
зом, оно в некотором смысле двойственно к доказательству 
P-SPACE-полноты задачи БФК, а именно если некоторое слово 
не принадлежит множеству, представляемому построенным ре­
гулярным выражением, то это слово должно соответствовать 
принимающему вычислению.

В заключение рассмотрим задачу, из P-SPACE-полноты ко­
торой следует интересное утверждение о самом классе P-SPACE. 
Если задана ДМТ-программа, то ее можно стандартным обра­
зом модифицировать так, что ни одно вычисление на входе 
длины п не потребует более n -+- 1 ячеек ленты, а все вычисле­
ния, уже обладавшие этим свойством, останутся неизменными. 
Программа, возникающая в результате такой модификации, во­
обще говоря, может и не распознавать прежний язык, но для 
нее наверняка будет выполняться указанное ограничение по па­
мяти. Если же программа уже удовлетворяла этому ограниче­
нию по памяти, то она будет распознавать тот же язык, что 
и раньше. Такие ДМТ-программы будут называться линейно 
ограниченными. Используя хорошо известное рассуждение об 
избыточном кодировании (см., например, [280]), можно дока­
зать P-SPACE-полноту следующей задачи.

ПРИНЯТИЕ С ЛИНЕЙНОЙ ПАМЯТЬЮ
УСЛОВИЕ. Задана линейно ограниченная ДМТ-программа М 
и конечное слово х  во входном алфавите соответствующей ма­
шины.
ВОПРОС. Верно ли, что М принимает х?

На первый взгляд этот результат может показаться удиви­
тельным. Он утверждает, что в некотором смысле задачи, раз­
решимые с полиномиальной памятью, не труднее задач, разре­
шимых с линейной памятью. Можно подумать, что он противоре­
чит существованию языков, распознаваемых с полиномиальной 
памятью, но не распознаваемых никакой ДМТ-программой 
с линейно ограниченной памятью (в существовании последних 
мы убедимся в разд. 7.6). В действительности здесь нет про­
тиворечия, ибо из P-SPACE-полноты задачи ПРИНЯТИЕ С 
ЛИНЕЙНОЙ ПАМЯТЬЮ следует лишь, что линейная память 
содержится в Р тогда и только тогда, когда P-SPACE g  Р, а не 
то, что все задачи класса P-SPACE-разрешимы с линейной па­
мятью. На самом деле имеется более общий результат.

Теорема 7.11. Если для некоторого k ^  1 класс языков, рас­
познаваемых ДМТ-программами, использующими память не бо­
лее 0 ( n k), содержится в Р (соответственно в NP), то Р =  
=  P-SPACE (соответственно NP).
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(Аналогичный результат можно получить для вычислений с 
ограниченным временем: если для некоторого k ^  1 класс язы­
ков, недетерминированно распознаваемых со временем 0 ( п к), 
содержится в Р, то Р =  NP.)

Определив понятие P-SPACE-полноты, естественно пойти и 
дальше, определив класс NP-SPACE, состоящий из языков, 
распознаваемых программами для недетерминированных ма­
шин Тьюринга, с полиномиальной оценкой по памяти. Однако, 
прежде чем мы сможем говорить об ограниченности недетер­
минированного вычисления по памяти, необходимо уточнить 
понятие памяти, требующейся для “угадывающего модуля 
НДМТ». Для многих вычислений в действительности нет необ­
ходимости помнить все символы слова-догадки после того, как 
они один раз уже просмотрены. В отличие от нашей модели 
НДМТ, у которой в память, необходимую для вычисления, 
включается память, необходимая для выписывания в начале 
вычисления всего слова-догадки, стандартные модели НДМТ, 
используемые для измерения памяти, обычно снабжаются до­
полнительным устройством, вообще не требующим памяти, из 
которого программа может в любой момент времени запраши­
вать “следующий” символ слова-догадки. Программа записы­
вает символ на ленте и тем самым расходует “память” для 
этого символа только в том случае, если его нужно запомнить 
для некоторой операции, выполняемой в будущем.

Нетрудно показать, что, хотя память, требуемая изменен­
ной моделью НДМТ, измеряется иначе, эта измененная модель 
эквивалентна относительно полиномиальной временной слож­
ности НДМТ из гл. 2, и поэтому при ее использовании для 
определения класса NP-SPACE сохранятся наши прежние ре­
зультаты о недетерминированных вычислениях за полиномиаль­
ное время. Определив теперь класс NP-SPACE как класс язы­
ков, распознаваемых программами для этой модифицированной 
модели НДМТ, требующими в своих принимающих вычисле­
ниях полиномиальной памяти, можно задаться вопросом о взаи­
мосвязи классов P-SPACE и NP-SPACE. Утверждение, что 
P-SPACE =  NP-SPACE, может показаться неожиданным. Оно 
вытекает из следующего результата Сэвича [470].

Теорема, 7.12. Если язык L может быть распознан НДМТ- 
программой с памятью Т(п),  где Т ( n ) ^  logo для всех n ^  1, 
то L можно распознать также ДМТ-программой с памятью 
Тг(п).

Из теоремы 7.12 следует, что P-SPACE-полнота — самый 
сильный из известных в настоящее время результатов о полноте 
и близок к результатам, из которых следует труднорешаемость. 
Конечно, еще остается возможность доказывать, что задача
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P-SPACE-трудна (т. е. доказывать, что некоторая P-SPACE- 
полная задача сводима к ней по Тьюрингу, оставляя открытым 
вопрос о принадлежности этой задачи классу P-SPACE), но 
исключив эту возможность, мы попадаем в область трудноре­
шаемых задач, которые будут обсуждаться в разд. 7.6.

Настоящий раздел мы закончим упоминанием об одной от­
крытой проблеме, связанной с теоремой 7.12, которая до воз­
никновения проблемы о взаимоотношении классов Р и NP была, 
видимо, наиболее известной в теории сложности. Эта проблема 
известна как “LBA-проблема”. Назовем ДМТ-программу, кото­
рая требует памяти, не превосходящей величины п-\- 1, детер­
минированным линейно ограниченным автоматом (DLB-автома- 
том), а НДМТ-программу с тем же ограничением по памяти — 
недетерминированным линейно ограниченным автоматом (NLB- 
автоматом).

Множество языков, распознаваемых NLB-автоматами, совпа­
дает с множеством “контекстно-зависимых языков” (класс язы­
ков, имеющих специальное грамматическое определение, 
см., например, [215]). По теореме 7.12 любой такой язык можно 
распознать ДМТ-программой с оценкой по памяти ( / i + l ) 2. 
Вопрос заключается в следующем: “Можно ли все такие языки 
распознать DLB-автоматами?” (Или еще более сильное утвер­
ждение: “Можно ли в теореме 7.12 отбросить показатель 2?”) 
Этот вопрос относится к тому же предмету, что и вопрос о 
взаимоотношении классов Р и NP, т. е. к соотношению между 
детерминированностью и недетерминированностью, правда, в 
более специальной форме. Он остается открытым и до настоя­
щего времени, хотя был поставлен в середине 60-х годов. Не­
посредственное обсуждение этого вопроса, следствий и некото­
рых связанных с ним предположений (включая аналог вопроса 
о взаимоотношении классов NP и co-NP) можно найти в ра­
боте [202].

7.5. ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ПАМЯТЬ
В предыдущем разделе были рассмотрены взаимоотношения 

между классами временной сложности Р и NP, с одной сто­
роны, и классом P-SPACE-функций, вычислимых с полино­
миально ограниченной памятью, — с другой. В настоящем раз­
деле будет продолжено обсуждение связей между сложностью 
по времени и сложностью по памяти, но на этот раз мы обра­
тимся к классу DLOG-SPACE, лежащему в Р и NP и состоя­
щему из языков, распознаваемых ДМТ-программами, которые 
требуют памяти, ограниченной логарифмом от длины входа.

На первый взгляд понятие логарифмической памяти может 
показаться бессмысленным, поскольку входное слово длины п
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само занимает я ячеек, так что любая ДМТ-программа, про­
сматривающая слово от начала до конца, должна потребовать, 
самое меньшее, линейной памяти. Однако на практике часто 
оказывается полезно проводить различие между памятью, за­
нимаемой входным словом, и дополнительной памятью, исполь­
зуемой для выполнения вычисления. Например, если при слия­
нии двух отсортированных списков, записанных на магнитных 
лентах, результат также пишется на магнитной ленте, то необ­
ходимая для слияния оперативная память в каждый момент

Р и с .  7 .6 . С х ем ати ч еско е  и з о б р а ж е н и е  м о д е л и  Д М Т , к о т о р а я  т р е б у е т  п а м я т и
м ен ьш ей , чем  л и н е й н ая .

времени включает только две ячейки, в которых запоминается 
по одному элементу из каждого списка. В действительности 
здесь чрезвычайно важно то обстоятельство, что нет необходи­
мости в оперативной памяти, сравнимой по величине с длинами 
входных слов.

Чтобы изучить вопрос о том, как можно уменьшить потреб­
ность в памяти, так чтобы требовалась меньшая, чем линейная, 
память, изменим нашу стандартную модель ДМТ, как показано 
на рис. 7.6. Здесь добавлены входная лента с читающей го­
ловкой, которая может передвигаться в двух направлениях, н 
выходная лента с пишущей головкой. Входное слово, записан­
ное на входной ленте, начинается в ячейке с номером 1, при­
чем ячейка с номером 0 пуста, что позволяет распознавать 
левый конец слова. Само вычисление, как обычно, выполняется 
на бесконечной в обе стороны рабочей ленте, с использованием 
читающей/пишущей головки. Память, которая требуется при вы­
числении на этой модели, есть просто число ячеек, просмотренных 
читающей/пишущей головкой. Следует отметить, что классы Р, 
NP и P-SPACE при таком изменении модели вычислительного



222 7. За пределами класса N P -полных задач

устройства не изменяются, зато появляется возможность затра­
чивать меньшее, чем линейное, количество памяти.

Исследования по использованию памяти, меньшей, чем ли­
нейная, сосредоточились на классе DLOG-SPACE языков, рас­
познаваемых ДМТ-программами, требующими памяти не более 
чем Clog2 (n-f- 1)1, где п — длина входного слова. С помощью 
стандартной теоремы об “ускорении” (см., например, [215]) 
легко показать, что этот класс совпадает с классом языков, рас­
познаваемых с памятью С Г log2 (гг +  1) 1, для любой константы 
С >  0 и не так уж беден, как может показаться на первый 
взгляд. Более того, нетрудно видеть что DLOG-SPACE s  Р. 
Первый возникающий вопрос, конечно, состоит в следующем: 
“Верно ли, что DLOG-SPACE =  Р?”

Хотя имеется много нетривиальных задач, которые могут 
быть решены с логарифмической памятью (см., например, [355, 
368]), по-видимому, DLOG-SPACE ф  Р. Многие задачи из 
класса Р, кажется, требуют для своего решения значительно 
большей памяти, чем логарифмическая. Рассмотрим, например, 
задачу РАЗБИЕНИЕ. В гл. 4 было показано, что эта задача 
может быть решена за полиномиальное время, если размеры 
всех предметов не превосходят, скажем, квадрата их количе­
ства. Однако в этом случае приведенный там алгоритм потре­
бует памяти, пропорциональной кубу числа предметов, что пре­
восходит квадрат длины входа, и не видно способа существенно 
уменьшить количество необходимой памяти.

В работах [94, 95] приведены примеры задач класса Р, для 
которых память, требуемая любым алгоритмом из весьма ши­
рокого класса, пропорциональна по меньшей мере п1/2 или п1/4. 
Более того, известно, что не может быть одновременно Р =  
=  DLOG-SPACE и Р =  P-SPACE (это следует из теоремы 7.15, 
приведенной в следующем разделе). Таким образом, весьма ве­
роятно, что некоторые задачи класса Р требуют памяти, боль­
шей, чем логарифмическая, и мы вновь воспользуемся резуль­
татами о полноте, чтобы указать наиболее вероятных канди­
датов.

Для нового понятия полноты нам нужен новый вид своди­
мости. Это объясняется тем, что полиномиальная сводимость 
не может различать задачи класса Р. Пусть L\ и L2— языки 
в алфавитах Si и Е2 соответственно. Будем говорить, что функ­
ция f : S*->S2 осуществляет log-space-сводимость языка Li к 
языку L2, если

(i) f может быть вычислена ДТМ-программой, использую­
щей на входах длины п память, не превосходящую ве­
личины [log2(tt 1 ) 1 , и 

(И) x e L i  тогда и только тогда, когда }(х) е  L%.
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Если имеется log-space-сводимость языка Lj к языку L2, то 
будем писать Z.iocLOgL2 и говорить, что при этом язык Ц  log- 
space сводится к языку L2. Отметим, что так как все функции, 
вычислимые с логарифмически ограниченной памятью, вычис­
лимы также и за полиномиальное время, то сводимость L\ сх 
ос log L2 влечет сводимость Li ос L2. По аналогии со сводимостью 
ос можно доказать следующие свойства сводимости ocLOg (до­
казательства, однако, не тривиальны, см. [503]).

Теорема 7.13. Предположим, что LiocLOg L2 и L2 ос log Ьз- 
Тогда

(1) L oclog Ьз>
(2) L2 е= DLOG-SPACE =#• h  е= DLOG-SPACE.
Будем говорить, что язык L e P  log-space-полон в классе Р, 

если U  oclog L для всех L 'e P .  Таким образом, мы имеем же­
лаемое свойство: если язык L log-space-полон в классе Р, то 
L е  DLOG-SPACE тогда и только тогда, когда DLOG-SPACE =  
=  Р. Более общий результат, доказанный в работе [270], со­
стоит в следующей теореме. (Здесь класс DLOGft-SPACE (k >  
>  1) определяется аналогично классу DLOG-SPACE, с заме­
ной границы П°&2 ( п + 1 ) 1  границей flo g 2(n +  1 ) 1  *.)

Теорема 7.14. Если язык L log-space-полон в классе Р и 
если L е  DLOG-SPACE, то Р s  DLOG*-SPACE.

Первая log-space-полная задача была явно сформулирована 
Куком [94].
достижимость СИСТЕМОЙ ПУТЕЙ
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество “узлов” X, отношение 
Я s X X Я X Я  и два подмножества S, Г е Х, S — множество 
“источников”, Т — множество “конечных узлов”.
ВОПРОС. Существует ли “достижимый” конечный узел? (Узел 

называется достижимым, если х е S или существуют до­
стижимые узлы у, г, такие, что <х, у, z> е  R.)

Эта задача лежит в классе Р, поскольку множество всех 
достижимых узлов тривиальным образом можно построить за 
полиномиальное время. Доказательство log-space-полноты этой 
задачи в классе Р состоит, как обычно, в общем сведении с ло­
гарифмической памятью произвольной задачи класса Р к рас­
сматриваемой задаче. В работе [271] было указано аналогич­
ное доказательство log-space-полноты в классе Р следующей 
задачи.
Е Д И Н И Ч Н А Я  Р Е З О Л Ю Ц И Я
УСЛОВИЕ. Задано множество С дизъюнкций на множестве 
переменных X = {x i,X i,  . . . .  х„} (т. е. условие такое же, как 
в задаче ВЫПОЛНИМОСТЬ).
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ВОПРОС. Можно ли с помощью “единичной резолюции” вы­
вести пустую дизъюнкцию (указывающую на противоречие) из 
множества С? Иными словами, существует ли последователь­
ность дизъюнкций С2 , С2 , ст, такая, что ст — пустая дизъ­
юнкция, а с, — либо дизъюнкция из множества С, либо суще­
ствуют ранее выведенные дизъюнкции ск и с/ (k ,l< Z i), такие, 
что ск =  { * / } ,  Cl —  { X j }  и  с, (или с k  =  { * / } ,  Cl  =  { X j }  и  а )  для не­
которой переменной X/ е  X?

Другие log-space-полные задачи в классе Р можно найти 
в работах [271, 313, 136, 527, 177, 300].

Использование сводимости с логарифмической памятью не 
ограничивается доказательством результатов о полноте в клас­
се Р. Например, задача ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВА­
НИЕ, как доказано в работе [103], является “Iog-space-труд- 
ной для класса Р ”. Иными словами, хотя и не известно, что 
наличие полиномиального алгоритма решения этой задачи при­
вело бы к равенству Р =  NP, однако существование log-space- 
алгоритма решения этой задачи привело бы к равенству DLOG- 
SPACE = Р 1). Более того, как было замечено в работах [269] 
и [384], большинство (если не все) сводимостей, используемых 
для доказательства результатов об NP-полноте, могут быть вы­
полнены с логарифмической памятью (основная память, необ­
ходимая в таких сводимостях, затрачивается на вычисления 
значения р(п) некоторого полинома р от длины записи п ис­
ходной информации, что может быть сделано с логарифмиче­
ской памятью, если алфавит букв, которые пишутся на ленте, 
имеет достаточное количество символов). Таким образом, класс 
языков, “log-space-полных в классе NP”, составляет по край­
ней мере большой подкласс класса NP-полных задач, и если 
хоть одна задача этого класса принадлежит классу DLOG*- 
SPACE для некоторого k ^  1, то все задачи класса NP принад­
лежат классу DLOG-SPACE.

Подобным же образом было замечено, что сводимости, ис­
пользуемые для доказательства результатов о P-SPACE-пол- 
ноте, также являются log-space-сводимостями (в действитель­
ности в некоторых работах P-SPACE-полнота определяется 
непосредственно в терминах log-space-сводимости, а не в терми­
нах полиномиальной сводимости). Однако это замечание для 
класса P-SPACE не имеет таких следствий, как для класса NP, 
ибо нам уже известно, что для всех k P-SPACE ф  DLOG*- 
SPACE, и даже более того, „

P-SPACE ф  POLYLOG-SPACE =  И DLOG-SPACE.
_______________  А - 1

*) Алгоритм Хачияна [33*] для решения задачи LP требует полиноми­
альной памяти, и, таким образом, вопрос о совпадении классов DLOG-SPACE 
и Р остается открытым. — П р и м ,  п е р е в .
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Тем не менее, если язык L log-space-полон в классе P-SPACE, 
то можно заключить, что существует константа г >  0 , такая, 
что для ДТМ-программы, распознающей L, необходима память, 
пропорциональная пт для бесконечного числа входов (см., на­
пример, [500]). Этот вывод сделать нельзя, если известна лишь 
P-SPACE-полнота языка L в смысле определения из разд. 7.4.

Наконец, понятием сводимости с логарифмической памятью 
можно воспользоваться для того, чтобы сформулировать еще 
один вопрос о соотношении между детерминизмом и недетерми- 
низмом, на этот раз уже на логарифмическом уровне. Пусть 
NLOG-SPACE— это класс всех языков, распознаваемых неде­
терминированными машинами Тьюринга с памятью, ограни­
ченной riog 2 ( n - f l ) l  (определенными таким образом, что 
память, необходимая для записи входа и догадки, не учитывает­
ся). Вопрос состоит в следующем: “Верно ли, что DLOG- 
SPACE =  NLOG-SPACE?” Гипотеза заключается в том, что эти 
классы не совпадают, а языки, log-space-полные в классе 
NLOG-SPACE, можно считать кандидатами на языки класса 
NLOG-SPACE, не принадлежащие классу DLOG-SPACE. При­
меры и другие детали можно найти в работах [471, 270, 507,

27\ Мы закончим настоящий раздел кратким рассмотрением от­
ношений включения между обсуждавшимися выше классами 
языков. Уже отмечалось, что DLOG-SPACE Е  Р. Менее оче­
видный результат [92] состоит в том, что NLOG-SPACE Е  Р. 
Однако совсем не ясно, верно ли включение POLYLOG- 
SPACE Е  Р или даже включение. DLOG2-SPACE е  NP. Хотя 
пока не доказано, что эти включения не имеют места, в работе 
[48] показано, что Р Ф  POLYLOG-SPACE и NP Ф  POLYLOG- 
SPACE. Результаты, полученные в этой работе, особенно инте­
ресны потому, что из них не следует, что один класс содержится 
в другом или что два класса несравнимы относительно вклю­
чения, хотя в них утверждается, что классы не могут совпа­
дать. Другие результаты относительно взаимосвязей между раз­
личными классами сложности по времени и памяти обсуждают­
ся в работах [46, 47, 384].

7.6 ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТРУДНОРЕШАЕМОСТИ 
И ВЗАИМООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ Р И NP

В качестве подтверждения гипотезы Р ф  NP мы упоминали 
тот факт, что было бесплодно потрачено много усилий на оты­
скание полиномиальных по времени алгоритмов решения NP- 
полных задач. Видимо, точнее было бы сказать, что это яв­
ляется аргументом в пользу трудности доказательства того, что 
Р =  NP. В настоящем разделе будут приведены аргументы в
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пользу того, что доказательство различия классов Р и NP так­
же не просто.

Начнем с рассмотрения некоторых частичных, но доказан­
ных результатов. Вместо того чтобы браться за решение во­
проса в полной общности, доказывая, что все алгоритмы реше­
ния некоторой NP-полной задачи работают в течение экспонен­
циального времени, некоторые исследователи с целью доказать 
отсутствие полиномиальных алгоритмов решения этой задачи 
ограничились рассмотрением определенных ограниченных клас­
сов алгоритмов. Например, Галил [137] (продолжая работу 
Цейтина [515]) показал, что алгоритмы решения задачи ВЫ­
ПОЛНИМОСТЬ, основанные на технике резолюций, должны 
иметь экспоненциальную временную сложность. Для задачи 
НЕЗАВИСИМОЕ МНОЖЕСТВО Хватал [76] рассмотрел весь­
ма широкий класс алгоритмов, включающий алгоритм Тарьяна 
и Трояновского [513], упомянутый в гл. 6 , и доказал, что лю­
бой такой алгоритм работает экспоненциальное время (точнее, 
для каждого такого алгоритма существует константа с >  1 , та­
кая, что для “почти всех” графов на п вершинах время работы 
алгоритма больше с"). Мак-Диармид [378] получил аналогич­
ные результаты об алгоритмах для задачи РАСКРАШИВАЕ- 
МОСТЬ ГРАФА В К ЦВЕТОВ.

Результаты этого типа имеют практическое значение по­
тому, что они позволяют исключить некоторые соблазнитель­
ные на первый взгляд подходы к построению 'Полиномиальных 
алгоритмов. Однако, если даже дальнейшие исследования по­
зволят расширить класс непригодных подходов, кажется мало­
вероятным, что, действуя таким “кусочным” методом, удастся 
исключить все возможные подходы к построению алгоритмов. 
Если мы хотим доказать, что Р ф  NP, то нам необходимо полу­
чить нижнюю оценку временной сложности, которая выполня­
лась бы для всех алгоритмов решения задачи. К сожалению, 
даже самые сильные нижние оценки такого типа, доказанные 
к настоящему времени, оставляют желать много лучшего.

Один из опробованных подходов к получению нижних оце­
нок заключается в том, чтобы оценить число элементов в логи­
ческих схемах, вычисляющих конечные функции. Такая функ­
ция получается, если ограничиться индивидуальными задачами 
некоторой NP-полной задачи, имеющими фиксированный раз­
мер п. Если удастся показать, что число необходимых элемен­
тов зависит от п экспоненциально, то отсюда будет следовать 
труднорешаемость задачи. Самая сильная нижняя оценка, по­
лученная в рамках этой модели, потребовавшая большой изо­
бретательности и находчивости, составляет всего лишь 2,5л 
(см. [422]). В действительности доказательство нижних оценок 
для общей модели процесса вычислений, даже чуть-чуть более
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сильных, чем линейные (таких, например, как в работе [428]), 
в настоящее время оказывается очень трудным. Доказатель­
ство такими методами экспоненциальных нижних оценок пред­
ставляется делом далекого будущего.

Тем не менее, как упомянуто в гл. 1, труднорешаемость не­
которых задач, хотя и не принадлежащих классу NP, доказана. 
Можно ли применить эти методы для доказательства того, что 
Р ф  NP? После того как мы ознакомимся с этими методами, 
будет видно, что это также представляется маловероятным.

Все доказательства труднорешаемости, полученные до на­
стоящего времени, базируются, по существу, на двух основных 
результатах теории сложности. Будем называть функцию F(n) 
конструируемой по памяти, если существует ДМТ-программа, 
которая, начав работать на слове, состоящем из п единиц, ос­
танавливается после того, как читающая/пишущая головка 
просмотрит ровно F(n) ячеек ленты (предполагается, что уДМТ 
есть отдельная входная лента). Функция F(n) называется кон­
струируемой по времени, если существует ДТМ-программа, ко­
торая, начав работать на слове, состоящем из л единиц, оста­
навливается, выполнив ровно F(n) шагов1). Наиболее часто 
встречающиеся функции, такие, как л* 2сп, kcn, л! и т. д., при 
фиксированных целых положительных константах с и k кон­
струируемы как по памяти, так и по времени. Функции 
Г log2 « 1  * при всех положительных целых k конструируемы по 
памяти, но по очевидным причинам неконструируемы по вре­
мени. Два важных результата формулируются следующим об­
разом:

Теорема 7.15, Пусть F\{n) и F2(n) — функции, конструируе­
мые по памяти, F2( n ) ^  log2^ )  для всех л ^  1. Если

lim inf р  =  О,
л - > »  р г \ п >

то существует язык L, распознаваемый некоторой ДМТ-л/зо- 
граммой со сложностью по памяти, ограниченной Рг(п), но не 
распознаваемый никакой ДМТ-программой, имеющей слож­
ность по памяти, ограниченную F\ (л ).

Теорема 7.16. Если F\(n) и F t(n)— функции, конструируе­
мые по времени, и

lim inf
f t “> 0 O

F i («) 
Ft (я) =  0 ,

то существует язык L, распознаваемый ДМТ-программой, вре­
менная сложность которой ограничена функцией F2(n)-\og2

*) В машине Тьюринга с несколькими головками на каждом шаге работы 
обычно допускается одновременный сдвиг всех головок. — Прим, перев.
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Fi(n), но не распознаваемый никакой ДМТ-программой с вре- 
менндй сложностью, ограниченной функцией F\ (п ).

Эти результаты были впервые получены в работах [203] и 
[204] (см. также работу [215]). Основные выводы, которые 
можно сделать на основе этих результатов, состоят в том, что 
некоторые классы языков должны содержать языки, распозна­
вание которых — труднорешаемая задача. Например, класс 
EXP-TIME (состоящий из всех языков, распознаваемых с вре- 
меннбй сложностью, ограниченной 2 pW, где р — полином, п — 
длина записи входа) для всех k ^  1 должен содержать языки, 
сложность которых по крайней мере 2nk Следует, однако, под­
черкнуть, что такие языки строятся с помощью “диагонального" 
метода. Поэтому нельзя считать, что они соответствуют “есте­
ственным” задачам, и с ними нельзя работать непосредственно. 
По этой причине такие языки используются для доказательства 
труднорешаемости естественных задач косвенным путем на ос­
нове понятий “полноты” и “трудности” в классе задач. Напом­
ним, что язык L называется полным в классе языков С (отно­
сительно полиномиальной сводимости), если L g C и L' ос L 
для всех L 'e C  (L называется С-трудным, если выполняется 
второе свойство, но L не обязательно лежит в С). Теперь можно 
сформулировать общий аналог леммы 2 .1 .

Лемма 7.1. Если язык L полон в классе С (или С-труден) 
и С содержит труднорешаемую задачу, то L соответствует труд­
норешаемой задаче.

Доказательства труднорешаемости естественных задач бази­
руются на этой лемме при выборе в качестве С различных кон­
кретных классов языков. В работе [384] доказано, что задача 
неэквивалентности регулярных выражений с операцией “возве­
дения в квадрат” полна в классе EXP-SPACE, в котором со­
держится класс EXP-TIME и, следовательно, содержатся труд­
норешаемые задачи. В работе [122] доказано, что задача рас­
познавания истинных утверждений в арифметике Прессбургера 
С-трудна, где С =  NEXP-TIME (недетерминированный аналог 
класса EXP-TIME). В работах [6 8 , 502] доказана полнота в 
классе EXP-TIME различных комбинаторных игр. В работе 
[257] также доказана полнота в классе EXP-TIME “задачи 
циркулярности в атрибутивных грамматиках” .

В действительности многие из этих доказательств дают бо­
лее сильные нижние границы сложности, чем “простая” труд- 
норешаемость, а в некоторых доказательствах получены ниж­
ние оценки сложности по памяти. Более того, если класс С 
содержит достаточно сложные задачи, можно доказать астроно­
мические нижние оценки. Такие оценки получены в работе
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[381] для “слабой монадной теории следования второго по­
рядка", а именно здесь доказано, что любая ДМТ-программа, 
распознающая истинные утверждения этой теории, должна 
иметь временную сложность, большую, чем

. Г
22

длч любого числа “этажей” в формуле. Мы не будем вдаваться 
в детали методов доказательства, так как будет видно, что 
этим подходом, по-видимому, нельзя воспользоваться для до­
казательства того, что класс NP содержит труднорешаемые за»
д.-.чи.

Для того чтобы с помощью леммы 7.1 доказать утвержде­
ние Р Ф  NP, необходимо уметь доказывать, что некоторый язык 
L е  NP полон в некотором классе С, содержащем трудноре­
шаемые задачи. Однако легко понять, что подобный результат 
имел бы и другие, кроме доказательства того, что Р Ф  NP, 
следствия, которые можно получить на основе следующей про­
стой леммы.

Лемма 7.2. Если язык L принадлежит классу NP и L полон 
{относительно полиномиальной сводимости) в классе С, то С 
содержится в NP.

Поэтому, если L е  NP, то не представляется возможным 
доказать, что L полон в классах EXP-SPACE или NEXP-SPACE. 
В самом деле, по теореме 7.15 невозможно включение EXP- 
SPACE s N P ,  ибо класс EXP-SPACE строго содержит класс 
P-SPACE, который в свою очередь включает класс NP. Из не­
детерминированного варианта теоремы 7.16, вытекающего из 
результатов Кука [93] (см. также [475]), следует, что невоз­
можно включение NEXP-TIME s  NP. Не следует также на­
деяться, что удастся доказать неравенство Р Ф  NP с исполь­
зованием понятия полноты в классе EXP-TIME, потому что 
если бы некоторая задача класса NP была бы полна в классе 
EXP-TIME, то имело бы место маловероятное (хотя пока и не 
опровергнутое) включение EXP-TIME г  NP. Отметим также, 
что лемма 7.2 остается верной и в случае, если в ее условии 
заменить класс NP классом P-SPACE, и аналогичные замеча­
ния можно сделать относительно попыток доказательства этим 
методом неравенства Р ф  P-SPACE.

Таким образом, лемма 7.1 оказывается слишком неконкрет­
ной, чтобы ее можно было использовать для доказательства 
труднорешаемости на “нижнем” уровне иерархии, соответ­
ствующем классу NP. Следовательно, вместо того чтобы пы­
таться доказать неравенство Р ф  NP посредством (хотя бы
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даже косвенного) сведения труднорешаемой задачи к задаче 
класса NP, можно было бы с помощью метода диагонализа- 
ции, используемого в доказательствах теорем 7.15 и 7.16, по­
пытаться построить труднорешаемую задачу в классе NP непо­
средственно. К сожалению, такого построения не известно, и 
стандартные методы построения подобных задач, видимо, не­
применимы к доказательству утверждения Р ф  NP. Причины 
этого можно пояснить с помощью понятия “релятивизация”.

В работе [25] замечено, что обычные методы диагонализа- 
ции (а также метод “моделирования”, подобный методу дока­
зательства теоремы 2 .1 ) применимы и в случае “релятивиза­
ции” относительно любого языка L0, т. е. и в том случае, если 
все программы для машин Тьюринга превращаются в програм­
мы для машин с оракулом L0. Например, релятивизованная 
версия теоремы 7.16 формулируется так:

Теорема 7.16. (релятивизованная). Если функции Fi(n) и 
F2 (n) конструируемы по времени и

lim inf
П -> о о

F\ (п)
Ft  (п)

0 ,

то существует язык L, распознаваемый некоторой ОМ.Т-про­
граммой с оракулом L0 и временной сложностью, ограниченной 
F2(n)-\og2F2(n), но не распознаваемый никакой ОМТ-програм­
мой с оракулом L0 и временной сложностью, ограниченной 
F\ (п).

Эта релятивизованная теорема верна для любого языка L0. 
То же самое верно и для релятивизованной версии теоремы 7.15. 
Таким образом, если мы умеем доказывать, что Р Ф  NP с по­
мощью метода диагонализации, то следует ожидать, что то же 
самое доказательство верно и для утверждения Рв ф  NPL (где 
p i и ]\jpL — варианты классов Р и NP, определяемые с по­
мощью оракульных машин Тьюринга с оракулом L).  С другой 
стороны, если бы методами моделирования удалось доказать, 
что Р =  NP, то из этого следовало бы, что для любого языка 
L верно утверждение P L =  NPL, ибо методы моделирования 
легко релятивизовать. Поскольку все основные методы доказа­
тельства результатов подобного сорта относятся к двум упомя­
нутым выше типам, то следующие теоремы [25] выглядят не­
сколько обескураживающими.

Теорема 7.18. Существуют рекурсивные языки А и В, такие,
что

( 1 ) р* =  NPM,
(2) Рв ф  NPB.
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Эта теорема дает яркое подтверждение тому, что современ­
ные методы доказательства не достаточны ни для доказатель­
ства того, что Р Ф  NP, ни того, что Р =  NP. Результаты, взя­
тые из той же работы, приводимые ниже, указывают также на 
то, что эти методы бесполезны и для решения других открытых 
вопросов.

Теорема, 7.19. Существуют рекурсивные языки D, Е, F и G, 
такие, что:

(1) NP0 ф  co-NPD,
(2) NP£ =  co-NP£, но Р £ Ф  NP£,
(3) р г ф  NP£, но Р £ =  NP£nco-NP£,
(4) Р° Ф  NP0 П co-NP0, но NP° ф  co-NP°.
Более того, пользуясь этими результатами (а также резуль­

татами работы [26]), можно сформулировать аналогичные ут­
верждения относительно возможности доказательства современ­
ными средствами родственных утверждений, касающихся поли­
номиальной иерархии и вопроса о взаимоотношении классов Р 
и P-SPACE. (В вопросе о памяти имеется, однако, неясность, 
связанная с выбором соответствующей модели для получения 
результатов о релятивизации, см. [315] и [369].)

Для решения вопросов о взаимоотношениях между классами 
Р и NP, а также других, упомянутых выше классов языков, 
вероятно, требуются совершенно иные методы доказательства. 
В том случае, конечно, если вообще подобные вопросы можно 
решить. Хартманне и Хопкрофт [201] применили методы реля­
тивизации, близкие к рассмотренным выше, чтобы пояснить 
возможность того, что, по крайней мере в принципе, вопросы 
такого типа могут быть независимыми от теории множеств и, 
следовательно, неразрешимыми при использовании стандартных 
логических средств. Хотя авторы этой книги, как и многие дру­
гие специалисты в данной области, не так пессимистически 
смотрят на разрешимость вопроса о взаимоотношении классов 
Р и NP, никто не надеется, что этот вопрос будет решен в ско­
ром времени.



А. Приложение 
Список NP-полных задач

В настоящее время при изучении задачи с вычислительной 
точки зрения стало более или менее общепринятым формулиро­
вать вопрос об ее NP-полноте (или NP-трудности). Вследствие 
этого в научной литературе появилось много результатов об 
NP-полноте, а еще большее число полученных результатов не 
опубликовано. В настоящем приложении собрано много подоб­
ных результатов. Они представлены в виде списка задач, NP- 
полнота или NP-трудность которых установлена.

В списке содержится более 300 основных элементов, а ком­
ментарии к ним в несколько раз увеличивают общее число фор­
мулируемых результатов. Каждый элемент списка состоит из 
четырех частей: ( 1 ) названия задачи, (2 ) ее описания, (3) ука­
зания источника, из которого взят соответствующий результат, 
4) дополнительных комментариев.

Название задачи служит удобным сокращением, которое ис­
пользуется для ссылок в тексте книги. Из соображений согла­
сованности сокращений в некоторых случаях названия задач 
несколько отличаются от традиционных. Звездочка в скобках 
(*), которая следует за названием некоторых задач, указывает 
на тот факт, что принадлежность задачи классу NP не уста­
новлена, поэтому формулируемый результат следует понимать 
как NP-трудность задачи, а не как ее NP-полноту.

Описание задач дано в стандартной форме, которой мы при­
держивались на протяжении всей книги, при этом формули­
руются условие и вопрос задачи. (В качестве основных элемен­
тов списка мы взяли лишь задачи распознавания свойств, хотя 
в комментариях иногда упоминаются и другие типы задач.) 
В большинстве случаев нам удалось сформулировать задачу на 
языке теории множеств и тем самым дать полное ее описание. 
Однако стремление сделать описание сжатым часто приводит 
к тому, что задачи становятся интуитивно менее ясными, и в 
этих случаях читатель может обратиться к литературным ис­
точникам. Некоторые общеизвестные термины не определяются, 
а громоздкие определения, общие для целой группы задач, при­
водятся только один раз, в первой задаче, для формулировки 
которой они потребовались. Иногда полная формулировка за­
дачи весьма сложна или требует обширного подготовительного 
материала. Поэтому мы даем только набросок формулировки, 
пользуясь отдельными “ключевыми” словами. При этом явно
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указаны литературные источники, в которых можно найти бо­
лее точную формулировку.

В части, относящейся к источнику задачи, указывается как 
библиографический источник, откуда взят основной результат, 
так и соответствующая “известная NP-полная (или NP-труд- 
ная) задача", которой можно воспользоваться для доказатель­
ства результата. При этом мы выбирали задачи так, чтобы 
доказательство сводимости было, с нашей точки зрения, наибо­
лее естественным, и часто исходили не из доказательства, при­
водимого в литературном источнике, а из доказательств, упо­
мянутых в комментариях, или из наших собственных, неопубли­
кованных доказательств. Некоторые результаты представляются 
настолько простыми, что некому за них воздать почести и не­
кого упрекнуть.

В разделе комментарий приводятся различные варианты ос­
новного результата. В комментариях обычно цитируются различ­
ные результаты, касающиеся разрешимости за полиномиальное 
время и NP-трудности некоторых частных случаев и вариантов 
основной задачи. Таким образом, список может служить полез­
ным источником информации о том, какие задачи можно, а ка­
кие нельзя (при условии Р ф  NP) решить за полиномиальное 
время. Однако мы не пытались цитировать “наилучший” из из­
вестных полиномиальных алгоритмов решения задачи, а лишь 
принципиально обосновывали утверждение о разрешимости за­
дачи за полиномиальное время. В тех случаях когда это необ­
ходимо, упоминаются также результаты о труднорешаемости 
и неразрешимости различных обращений и вариантов основной 
задачи. Для задач, принадлежность которых классу NP не из­
вестна, приводится дополнительная информация о сложности 
задачи, в частности сведения о P-SPACE-полноте задачи или 
КР-полноте соответствующей задачи перечисления.

Задачи в списке разбиты на тематические группы. Они под­
разделяются на двенадцать категорий:

А1 Теория графов
А2 Построение сетей
АЗ Множества и разбиения
А4 Хранение и поиск данных
А5 Теория расписаний
А6  Математическое программирование
А7 Алгебра и теория чисел
А8  Игры и головоломки
А9 Логика
А10 Автоматы и языки
A ll Оптимизация программ
А12 Разное
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Задачи каждой категории нумеруются индивидуально, при­
чем перед номером задачи пишутся первые буквы из названия 
соответствующего раздела (например, ТГ 7 соответствует седь­
мой задаче из раздела теории графов). В тринадцатой “катего­
рии” перечислено небольшое число открытых задач, выбранных 
на основе нашего представления об их важности и сложности. 
Другие открытые задачи рассеяны в комментариях к задачам 
основного списка, а очевидные пробелы в списке могут подска­
зать еще большее число таких задач.

Многие задачи из списка вполне можно было бы отнести 
к нескольким различным категориям, так что мы советуем чи­
тателю внимательно просмотреть список, чтобы получить луч­
шее представление о том, в каком разделе следует искать ту 
или иную задачу. Следует также помнить, что комментарии 
к задачам следует просматривать особенно тщательно, потому 
что многие результаты упоминаются только в них. В указателе 
мы попытались привести полезную “навигационную” инфор­
мацию.

Наконец, несколько слов о стандартах и методике, которой 
мы придерживались при составлении списка. Как и все списки 
подобного рода, список, приводимый ниже, в какой-то степени 
отражает вкусы авторов, но мы пытались в разумных пределах 
сделать его полным. При составлении списка мы не ограничи­
лись изучением публикаций, а пытались расширить нашу кол­
лекцию сведений об NP-полноте из личных бесед, давали объ­
явления в соответствующей периодике и на тематических кон­
ференциях с просьбой присылать нам неопубликованные ре­
зультаты. При этом, однако, в список не вошел ни один резуль­
тат, для которого не было бы приведено соответствующего 
подтверждения. Неопубликованные результаты включены в 
список или на основе рукописных заметок автора, или на ос­
нове наброска доказательства, который проверили либо мы 
сами, либо наши “доверенные эксперты”. В отдельных случаях 
мы проверяли результат, пытаясь получить для него новое, соб­
ственное доказательство (зачастую это оказывается проще, чем 
проверять чужое доказательство).

Некоторые результаты мы не включили в список (хотя нас 
все-таки можно упрекнуть в том, что мы включили в список не­
которые весьма специфические задачи). В большинстве случаев 
мы избегали задач со слишком сложной формулировкой, огра­
ничиваясь в таких случаях лишь ссылкой на литературу, это 
не относится, однако, к задачам, которые, как нам казалось, 
окажутся интересными для специалистов. Мы также не вклю­
чали в список задачи, NP-полнота которых непосредственно 
вытекает из NP-полноты других задач списка, опять-таки делая 
исключения для задач, представляющих значительный незави­
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симый интерес, и для задач, подзадачи которых нам хотелось 
бы прокомментировать. Таким образом, список не следует счи­
тать энциклопедически полным, содержащим все известные ре­
зультаты об NP-полноте. Правильнее его считать, с одной сто­
роны, аннотированной библиографией, служащей отправной 
точкой для изучения литературы по теории NP-полноты, а с 
другой стороны, базой данных, включающей обширный набор 
NP-полных задач, которыми можно воспользоваться для дока­
зательства NP-полноты других задач.

А1. ТЕОРИЯ ГРАФОВ

А1.1. Покрытие и разбиение 
[ТГ 1] ВЕРШИННОЕ ПОКРЫТИЕ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G(V,E)  и положительное целое число
K < \ v \ .
ВОПРОС. Существует ли в графе G вершинное покрытие мощ­
ности, не превосходящей К, т. е. существует ли подмножество 
V  Е  V, такое что и для любого ребра {и, п } е £  по
крайней мере одна из вершин и или v принадлежит V'?
Источник [280]. К рассматриваемой задаче сводится задача 
3-ВЫП (см. гл. 3).
Комментарий. При некоторых ограничениях на граф G эта за­
дача эквивалентна по сложности задаче НЕЗАВИСИМОЕ 
МНОЖЕСТВО. Если потребовать, чтобы подграф, индуциро­
ванный множеством вершин V , был связен, то задача остается 
NP-полной даже для планарных графов, у которых степени 
всех вершин не превосходят 4, см. [149]. Задача легко решает­
ся за полиномиальное время, если потребовать, чтобы множе­
ство V  было одновременно и вершинным покрытием и незави­
симым множеством в графе G. Близкая по постановке задача 
РЕБЕРНОЕ ПОКРЫТИЕ, в которой ищется наименьшее под­
множество £ ' =  £, такое, что каждая вершина o e l '  принадле­
жит по крайней мере одному ребру е е £ ' ,  может быть решена 
за полиномиальное время, если искать паросочетания в графе 
(см., например, [324]).

[ТГ 2] ДОМИНИРУЮЩЕЕ МНОЖЕСТВО
УСЛОВИЕ. Заданы граф G=(V,  £) и положительное целое 
число К V\.
ВОПРОС. Существует ли в графе G доминирующее множество, 
состоящее не более чем из К элементов, т. е. подмножество 

V, такое, что |V ' | ^  К и для всех вершин и u e  У \К ' су­
ществует такая вершина v е  V', что (и, о} г  £?
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Источник. К этой задаче сводится задача ВЕРШИННОЕ ПО­
КРЫТИЕ.
Комментарий. Задача остается NP-полной, если ограничиться 
графами со степенью вершин не более 3 или планарными регу­
лярными графами степени 4 [152]. Модификация этой задачи, 
в которой требуется, чтобы индуцированный на множестве V  
граф был связен, также является NP-полной, если ограничиться 
планарными регулярными графами степени 4 [152]. Эта задача 
будет NP-полной и в том случае, если потребовать, чтобы мно­
жество V  было одновременно доминирующим и независимым. 
На деревьях задача разрешима за полиномиальное время [81]. 
Близкая задача ДОМИНИРУЮЩЕЕ МНОЖЕСТВО РЕБЕР, 
в которой ищется подмножество Е' Е  Е, состоящее не более чем 
из К ребер, таких, что любое ребро из Е имеет общую вершину 
по крайней мере с одним ребром из множества Е', является 
NP-полной даже для планарных и двудольных графов с макси­
мальной степенью вершин, равной 3, однако на деревьях мо­
жет быть решена за полиномиальное время [540], [390].

[ТГ 3] ЧИСЛО ДОМИНИРУЮЩИХ ПОДМНОЖЕСТВ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G = ( V ,  Е) и положительное целое 
число К s£S | V\.
ВОПРОС. Верно ли, что в графе G имеется не менее К раз­
личных доминирующих множеств, т. е. можно ли V разбить на 
k ^ K  непересекающихся подмножеств Vi, Va, . . . .  Vк, таких, 
что Vi есть доминирующее множество в графе G?
Источник [159]. К этой задаче сводится задача 3-ВЫП. Рас­
сматриваемая задача обсуждается в работе [82].
Комментарий. Задача остается NP-полной для любого фикси­
рованного К > 3 .  (Если граф G не содержит изолированной 
вершины, то число доминирующих подмножеств равно по край­
ней мере 2 ).

[ТГ 4] РАСКРАШИВАЕМОСТЬ ГРАФА (ХРОМАТИЧЕСКОЕ 
ЧИСЛО)

УСЛОВИЕ. Заданы граф G = ( V , E )  и положительное целое 
число / ( ^ |  V|.
ВОПРОС. Верно ли, что граф G /(-раскрашиваем? (Граф на­
зывается /(-раскрашиваемым, если существует такая функция 
f: У->{ 1 , 2 , . . . .  К}, что если { и ,и } е £ , то f ( u ) ^ f ( v ) . )
Источник [280]. К этой задаче сводится задача 3-ВЫП.
Комментарий. При К =  2  задача разрешима за полиномиаль­
ное время, но при всех фиксированных K&t 3, а также для
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К =  3 и плоских графов, степени всех вершин которых не пре­
восходят 4, задача NP-полна. Она остается также NP-полной 
при К =  3, когда G — это граф пересечений отрезков прямых 
линий на плоскости [112]. Задача NP-полна также для произ­
вольного К и графов пересечения окружностей и дуг окруж­
ностей (даже если графы представлены в виде семейства дуг). 
Для графов пересечения дуг окружностей, представленных в 
виде семейства дуг, при любом фиксированном К задача разре­
шима за полиномиальное время [153]. В общем случае задача 
может быть решена за полиномиальное время для графов срав­
нимости [117], для триангулированных графов [163], для (3,1)- 
графов [532], а также для графов, не имеющих вершин степени 
выше 3 [56].

[ТГ 5] АХРОМАТИЧЕСКОЕ ЧИСЛО
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V, Е) и положительное целое 
число К ^  | V\.
ВОПРОС. Верно ли, что ахроматическое число графа G больше 
К? Иными словами, существует ли разбиение множества V на 
непересекающиеся подмножества V\, Уг, ■■■, Vk, k ^  К, такие, 
что все Vi являются независимыми множествами графа G (т. е. 
никакие две вершины из Vi не соединены ребром из Е) и для 
любой пары (Vi, V/) различных подмножеств множество V/ U Vj 
не есть независимое подмножество в G?

Источник [540]. К этой задаче сводится задача МИНИМАЛЬ­
НОЕ ПО МОЩНОСТИ МАКСИМАЛЬНОЕ ПАРОСОЧЕТА- 
НИЕ.
Комментарий. Задача остается NP-полной и в том случае, если 
G есть дополнение к двудольному графу, и, следовательно, лю­
бое независимое подмножество содержит не более двух вершин.

[ТГ 6] МОНОХРОМАТИЧЕСКИЙ ТРЕУГОЛЬНИК
УСЛОВИЕ. Задан граф G =  ( V, Е ).
ВОПРОС. Существует ли разбиение множества Е на два не- 
пересекающихся подмножества Е\ и Е% такие, что ни один из 
графов Gi = (V , Е\) или G* =  (V, Е2) не содержит треуголь­
ника?
Источник [63]. К этой задаче сводится задача 3-ВЫП.

Комментарий. Варианты этой задачи, в которых “треугольник” 
заменяется любым фиксированным полным графом с большим 
числом вершин, также NP-полны [63]. Варианты задачи, в ко­
торых “треугольник” заменяется на “Д:-звезду” (т. е. на граф, 
у которого центральная вершина степени k соединена с k
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другими вершинами степени 1 ), разрешимы за полиномиальное 
время [64].

[ТГ 7] МНОЖЕСТВО ВЕРШИН, РАЗРЕЗАЮЩИХ КОНТУРЫ
УСЛОВИЕ. Заданы ориентированный граф G = ( V , A ) и поло­
жительное целое число К | У | .
ВОПРОС. Существует ли подмножество У' Е  V, такое, что 
| V  | ^  К и У' содержит по крайней мере одну вершину любого 
ориентированного цикла в G?

Источник [280]. К этой задаче сводится задача ВЕРШИННОЕ 
ПОКРЫТИЕ.
Комментарий. Задача остается NP-полной, если ограничиться 
графами, у которых все вершины имеют степень захода (или 
выхода) не больше 2 , или плоскими графами со степенью за­
хода (или выхода) не более 3 [152], а также если ограничиться 
реберными ориентированными графами [168]. Для редуцируе­
мых графов задача может быть решена за полиномиальное вре­
мя [481]. Соответствующая задача для неориентированных гра­
фов также NP-полна.

[ТГ 8 ] МНОЖЕСТВО ДУГ, РАЗРЕЗАЮЩИХ КОНТУРЫ
УСЛОВИЕ. Заданы ориентированный граф С(У, А) и положи­
тельное целое число К ^  | А | .
ВОПРОС. Существует ли подмножество Л 'е Л, такое, что 
] Л ' | ^ / (  и Л' содержит по крайней мере одну дугу из каждого 
ориентированного цикла в G?

Источник [280]. К этой задаче сводится задача ВЕРШИННОЕ 
ПОКРЫТИЕ.
Комментарий. Задача остается NP-полной, если ограничиться 
ориентированными графами, у которых все вершины имеют сте­
пень захода и выхода не более 3, или реберными ориентиро­
ванными графами [168]. Для планарных ориентированных 
графов задача разрешима за полиномиальное время [361]. Соот­
ветствующая задача для неориентированных графов тривиаль­
ным образом решается за полиномиальное время.

[ТГ 9] МНОЖЕСТВО ДУГ, ЧАСТИЧНО 
РАЗРЕЗАЮЩИХ ЦИКЛЫ
УСЛОВИЯ. Заданы граф G =  (V,E)  и положительные целые 
числа K h L, / С ^ |£ | , А ^ |У | .
ВОПРОС. Существует ли подмножество Е ' Е  Е, такое, что 
| и Е'  содержит по крайней мере одну дугу из каждого
ориентированного цикла в G, имеющего длину не более L?
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Источник [538]. К этой задаче сводится ВЕРШИННОЕ ПО­
КРЫТИЕ.
Комментарий. Задача остается NP-полной для любого фикси­
рованного L ^  3, а также для двудольных графов (с фиксиро­
ванным L ^  4). Однако если L = |K | ,  т. е. если отыскивается 
множество Е', содержащее ребро из каждого цикла в G, то за­
дача легко решается за полиномиальное время.

[ТГ 10] МИНИМАЛЬНОЕ ПО МОЩНОСТИ 
МАКСИМАЛЬНОЕ ПАРОСОЧЕТАНИЕ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V, Е) и положительное целое 
число
ВОПРОС. Существует ли подмножество Е' £  Е, такое, что 

и Е' — максимальное паросочетание, т. е. никакие 
два ребра из Е' не имеют общего конца, а любое ребро из мно­
жества Е \ Е '  имеет общий конец с одним из ребер множе­
ства £ '?
Источник [540]. К этой задаче сводится задача ВЕРШИННОЕ 
ПОКРЫТИЕ для кубических графов.
Комментарий. Задача остается NP-полной, если ограничиться 
планарными графами или двудольными графами, не имеющими 
вершин, степени выше 3. Задача отыскания максимального из 
“максимальных паросочетаний” аналогична обычной задаче о 
паросочетании и разрешима за полиномиальное время (см., на­
пример, [324]).

[ТГ 11] РАЗБИЕНИЕ НА ТРЕУГОЛЬНИКИ
УСЛОВИЕ. Задан граф 0 = ( У ,  Е), такой, что для некоторого 
целого числа д: | К| =  Зд.
ВОПРОС. Можно ли разбить вершины графа G на д непересе- 
кающихся множеств Vu У2, • ■ ■. Vq, таких, что каждое из них 
содержит ровно 3 вершины и для всех Vi — {щ, у,-, до,}, 1 ^  i ^  
^  д, ребра {щ, и,}, до,} и {о,, до,} принадлежат множеству £?
Источник [472]. К этой задаче сводится задача 3-С (см. гл. 3).
Комментарий. Эта задача — частный случай задачи [ТГ 12].

[ТГ 12] РАЗБИЕНИЕ НА ИЗОМОРФНЫЕ ПОДГРАФЫ
УСЛОВИЕ. Заданы графы G(V, Е) и H =  (V' ,E'),  такие, что 
для некоторого целого числа д е  Z+: | V\ =  д\ V'\.
ВОПРОС. Можно ли разбить вершины графа G на д непересе- 
кающихся множеств V\, У2, • ■ •, Vq, таких, что при 1 ^  i ^  д 
подграфы графа G, индуцированные множествами Vi, изо­
морфны графу Я?
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Источник [288]. К этой задаче сводится задача 3-С.
Комментарий. Задача остается NP-полнойдля любого фиксиро­
ванного графа Н, содержащего по крайней мере 3 вершины. 
Если Н — любой фиксированный граф, содержащий связную 
компоненту, имеющую не менее 3 вершин, то аналогичная за­
дача, в которой требуется, чтобы число вершин в подграфах, 
индуцированных множествами Vi, было равно числу вершин 
графа Я, а подграфы, индуцированные множествами Vi, содер­
жали подграф, изоморфный Я, также NP-полна. Для любого 
графа Я, не удовлетворяющего сформулированному выше тре­
бованию, обе последние задачи могут быть решены за полино­
миальное время (с помощью паросочетаний).

[ТГ 13] РАЗБИЕНИЕ НА ГАМИЛЬТОНОВЫ ПОДГРАФЫ
УСЛОВИЕ. Задан ориентированный граф G — (V, А).
ВОПРОС. Можно ли разбить вершины графа G на непересе- 
кающиеся подмножества Vu V2 , • • •. Vk, такие, что каждое Vi 
содержит по крайней мере 3 вершины, а все индуцируемые 
ими подграфы графа G содержали бы гамильтоновы циклы?

Источник [522]. К этой задаче сводится 3-ВЫП. (См. также 
[208].)
Комментарий. С помощью метода паросочетаний задача разре­
шается за полиномиальное время, если потребовать, чтобы Vi 
содержало не менее двух вершин [108]. Аналогичная задача 
для неориентированных графов также может быть решена за 
полиномиальное время, даже если требовать, чтобы |У , |^ 3 .  
Однако задача остается NP-полной, если требуется, чтобы 
|V , |$ s 6  [414] или в условии задачи имеется верхняя граница 
К для величины k.

[ТГ 14] РАЗБИЕНИЕ НА ЛЕСА
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V,E)  и положительное целое 
число / ( < |У | .
ВОПРОС. Можно ли разбить вершины графа G на k ^  К непе- 
ресекающихся подмножеств V\, V2 , . . . .  V*, таких, что для всех 
I, 1 ^  i <; k, подграф, индуцированный множеством Vt, не со­
держит циклов?

Источник [152]. К этой задаче сводится задача 3-РАСКРАШИ- 
ВАЕМОСТЬ ГРАФА.

[ТГ 15] РАЗБИЕНИЕ НА КЛИКИ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G = ( У ,Е) и положительное целое 
число К 1 V | .
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ВОПРОС. Можно ли разбить вершины графа G на k ^  К не- 
пересекающихся множеств Vi, V?, . . . .  V*, таких что для всех 
('(1 ^  t ^  к) подграф, индуцированный множеством Vi, был бы 
полным?

Источник [280]. (В этой работе задача названа ПОКРЫТИЕ 
КЛИКАМИ.) К данной задаче сводится задача /С-РАСКРА- 
ШИВАЕМОСТЬ ГРАФА.

Комментарий. Задача остается NP-полной для реберных гра­
фов [2 2 ], для графов, не содержащих полных подграфов на 
4 вершинах (см. конструкцию в задаче РАЗБИЕНИЕ НА ТРЕ­
УГОЛЬНИКИ в гл. 3), а также для всех фиксированных К ^  3. 
Для К ^  2 задача решается с помощью паросочетания за поли­
номиальное время, если граф не содержит полных подграфов 
на 3 вершинах. Она разрешима за полиномиальное время для 
графов пересечения дуг окружностей (если задано их представ­
ление в виде семейства дуг) [165], для триангулированных гра­
фов [163] и для графов сравнимости [178].

[ТГ 16] РАЗБИЕНИЕ НА СОВЕРШЕННЫЕ 
ПАРОСОЧЕТАНИЯ
УСЛОВИЕ. Заданы граф Q =  (V,E)  и положительное целое 
число К =£[ | У|.
ВОПРОС. Можно ли вершины графа G разбить на A: (k ^  К) 
непересекающихся множеств V\, Vt, . . ., У*, таких, что для 
всех i ( 1 ^ / г ^ Л )  подграф, индуцированный множеством Vi, 
является совершенным паросочетанием (или состоит только из 
вершин степени 1 )?

Источник [474]. К этой задаче сводится задача 3-ВЫП С 
РАЗНОЗНАЧНЫМИ ЛИТЕРАЛАМИ.

Комментарий. Для К =  2 и для планарных кубических графов 
задача остается NP-полной.

[ТГ 17] ПОКРЫТИЕ КЛИКАМИ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G ={ V ,  Е) и положительное целое 
число К ^ |Я | .
ВОПРОС. Существуют ли в множестве V k (At ^  К) подмно­
жеств Vi, V2 , . . . .  Vk, таких, что каждое подмножество индуци­
рует полный подграф графа G и для каждого ребра {и, v }@E  
существует подмножество Vi, содержащее как и, так и v?

Источник [298], [405]. К этой задаче сводится задача РАЗ­
БИЕНИЕ НА КЛИКИ.
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[ТГ 18] ПОКРЫТИЕ ПОЛНЫМИ
ДВУДОЛЬНЫМИ ПОДГРАФАМИ

УСЛОВИЕ. Заданы двудольный граф G = ( V , E )  и положи­
тельное целое число К ^  | Е | .
ВОПРОС. Существуют ли k{k ^  К) подмножеств Vi, . . . ,  У*, 
множества V, таких, что каждое подмножество К, индуцирует 
полный двудольный подграф графа G и для каждого ребра 
{и, и } е £  существует некоторое Vi, содержащее как и, так и о?
Источник [405]. К этой задаче сводится задача РАЗБИЕНИЕ
НА к л и к и .

А1.2. Подграфы и надграфы
[ТГ 19] КЛИКА
УСЛОВИЕ. Заданы граф G = ( V ,  Е) и положительное целое 
число К  ^  | V | .
ВОПРОС. Верно ли, что G содержит клику размера не менее 
Ю  Иными словами, существует ли подмножество V  е  V, та­
кое, что \ V ' \~^ K  и любые две вершины в V' соединены ребром 
из Е?
Источник [280]. К этой задаче сводится задача ВЕРШИННОЕ 
ПОКРЫТИЕ (см. гл. 3).
Комментарий. Задача разрешима за полиномиальное время для 
следующих графов: ограниченной степени d, планарных, ребер­
ных, триангулированных [163], графов сравнимостей [117],гра­
фов пересечения окружностей [163], графов пересечения дуг 
окружностей (если задано их представление в виде семейства 
дуг) [165]. Вариант этой задачи, в котором при заданном г 
( 0 < г <  1) спрашивается, верно ли, что G содержит клику не 
менее чем на г| V| вершинах, также NP-полон,

[ТГ 20] НЕЗАВИСИМОЕ МНОЖЕСТВО
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V,E)  и положительное целое 
число К ^  | V \ .
ВОПРОС. Верно ли, что G содержит независимое множество 
мощности не менее К} Иными словами, верно ли, что суще­
ствует подмножество V  S  V, такое, что | V ' \ ^  К и никакие две 
вершины из V  не соединены ребром из Е?
Источник. К этой задаче сводится задача ВЕРШИННОЕ ПО­
КРЫТИЕ (см. гл. 3).
Комментарий. Задача остается NP-полной для кубических пла­
нарных графов [157, 149, 372], реберных графов, ориентирован­
ных графов [168], тотальных графов, двудольных графов [540]
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и для графов, не содержащих треугольников [433]. Задача ре­
шается за полиномиальное время для двудольных графов (с по­
мощью паросочетаний, см., например, [196]), реберных графов 
(с помощью паросочетаний), графов, не имеющих вершин сте­
пени выше 2, триангулированных графов [163], графов пересе­
чения окружностей [164], графов пересечения дуг окружностей 
(если задано представление в виде семейства дуг) [165], гра­
фов сравнимости [178] и для графов без “3-звезд” [389].

[ТГ 21] ИНДУЦИРОВАННЫЙ ПОДГРАФ 
СО СВОЙСТВОМ п*
УСЛОВИЕ. Заданы граф G = (V , Е) и положительное целое 
число К У|.
ВОПРОС. Существует ли подмножество V  ^  V, такое, что 
\ V ' \ ^ K  и подграф графа G, индуцированный множеством V,  
обладает свойством П (см. комментарий, где указаны возмож­
ные варианты выбора П)?

Источник [537,538,341].К этой задаче сводится задача 3-ВЫП.

Комментарий. Задача NP-трудна для любого свойства П, вы­
полняющегося для произвольно больших, но не всех графов и 
обладающего “наследственностью” (т. е. свойство выполняется 
для всех подграфов графа, если оно выполняется для самого 
графа). Если в дополнение к этому для заданного графа за 
полиномиальное время можно проверить выполнение свойства 
П, то задача является NP-полной. Ниже приведены примеры 
таких свойств П: “G есть клика”,' “G есть независимое множе­
ство”, “G — планарный граф”, “G — двудольный граф”, “G — 
внешнепланарный граф”, “G — реберный граф”, “G — триангу­
лированный граф”, “G — граф сравнимости” и “G — лес”. Те же 
результаты остаются верными, если G ограничено лишь семей­
ством планарных (соответственно ациклических ориентирован­
ных) графов, а ограничения, наложенные на свойство П, выпол­
няются для планарных (соответственно ациклических ориенти­
рованных) графов. Более слабые результаты имеют место для 
двудольных графов [538].

[ТГ 22] ИНДУЦИРОВАННЫЙ СВЯЗНЫЙ ПОДГРАФ 
СО СВОЙСТВОМ П(*)

УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V, Е) и положительное целое 
число Ж | 1/ | .
ВОПРОС. Существует ли подмножество V' S  V, такое, что 
[ V  | ^  К и подграф графа G, индуцированный подмножеством 
V', связен и обладает свойством П (возможные варианты вы­
бора свойства П указаны в комментарии) ?
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Источник [538]. К этой задаче сводится задача 3-ВЫП.
Комментарий. Задача NP-трудна для любого свойства с усло­
вием наследственности и выполняющегося для произвольно 
больших связных, но не для всех связных графов. Если в до­
полнение к этому для заданного графа за полиномиальное вре­
мя можно проверить выполнение свойства П, то задача являет­
ся NP-полной. В качестве П можно взять любое из свойств, пе­
речисленных в предыдущей задаче, кроме “G есть независимое 
множество”. Близкий по формулировке вопрос: “Верно ли, что 
максимальный индуцированный подграф графа G, обладающий 
свойством П, также является связным?” — не лежит ни в NP, 
ни в co-NP, если NP ф  co-NP [538].

[ТГ 23] ИНДУЦИРОВАННЫЙ ПУТЬ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V, Е) и положительное целое 
число К У|.
ВОПРОС. Существует ли подмножество V  s  V, такое, что 
\ V ' \ ^ K  и подграф, индуцированный множеством V,  является 
простым путем на |У '| вершинах?
Источник [539]. К этой задаче сводится задача 3-ВЫП.
Комментарий. Заметим, что в даньом случае свойство не об­
ладает наследственностью, поэтому настоящий результат не 
следует из двух предыдущих. Задача остается NP-полной, если 
G — двудольный граф. Этот же результат имеет место для ва­
рианта задачи, в котором вместо “простого пути” отыскивается 
“простой цикл”. Задачи об отыскании самого длинного про­
стого пути или самого длинного простого цикла (не обязатель­
но индуцированных) также являются NP-полными.

[ТГ 24]СБАЛАНСИРОВАННЫЙ ПОЛНЫЙ ДВУДОЛЬНЫЙ 
ПОДГРАФ

УСЛОВИЕ. Заданы двудольный граф G =  (V, Е) и положи­
тельное целое число К ^  | V | .
ВОПРОС. Существуют ли два непересекающихся подмноже­
ства Vi, V2s V ,  такие, что | Ei| =  | V2\ — К, и из того, что m s  
s  V\, v s  V2, следует, что {и, o } s  Е?
Источник [152]. К этой задаче сводится задача КЛИКА.
Комментарий. Близкая задача, в которой требование “ |V i| =  
=  | V* 1 =  /С’* заменено требованием “ | K i|-|-| V*\ =  K" для дву­
дольных графов, разрешима за полиномиальное время (в силу 
имеющейся в таких графах связи между паросочетаниями и не­
зависимыми множествами, см., например, [196]), а для произ­
вольных графов NP-полна [538].
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[ТГ 25] ДВУДОЛЬНЫЙ ПОДГРАФ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G = ( V , E )  и положительное целое 
число К ^  | Е | .
ВОПРОС. Существует ли подмножество £ ' s £ ,  такое, что 
\ Е ' \ ^  К и G' =  (V, Е') — двудольный подграф?

Источник [157]. К данной задаче сводится задача МАКСИ­
МАЛЬНАЯ 2-ВЫПОЛНИМОСТЬ.
Комментарий. Задача остается NP-полной для графов, не 
имеющих вершин степени более 3 и не содержащих треуголь­
ников, и (или) если потребовать совязности искомого подграфа 
[538]. Задача разрешима за полиномиальное время, если G — 
планарный граф [195, 406] или если К =  |£ | .

[ТГ 26] СВЯЗНЫЙ ПОДГРАФ ОГРАНИЧЕННОЙ СТЕПЕНИ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V,E) ,  неотрицательное целое 
число d ^  |У | и положительное целое число К ^ | £ | .  
ВОПРОС. Существует ли подмножество £ ' =  £ , такое, что 
| £ ' | ^  К и подграф G' =  (V,E' )  связен и не имеет вершин 
степени более d?
Источник [538]. К этой задаче сводится задача ГАМИЛЬТО­
НОВ ПУТЬ.
Комментарий. Задача остается NP-полной для любого фикси­
рованного d ^  2. Разрешима (с помощью техники паросочета- 
ний, см. [108]) за полиномиальное время, если не требовать 
связности G'. Соответствующая задача об индуцированном под­
графе, в которой отыскивается подмножество V' £  V, такое, что 
j V ' f ^ K  и подграф, индуцированный подмножеством V', не 
имеет вершин степени выше d, является NP-полной для любого 
фиксированного d ^ O  [342а], а если потребовать связности 
графа G', то N P-полна для любого фиксированного d ^  2 [538].

[ТГ 27] ПЛАНАРНЫЙ ПОДГРАФ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V, Е) и положительное целое 
число /( ^  | £  | •
ВОПРОС. Существует ли подмножество Е' =  Е, такое, что 
\ Е ' \ ^ К  и граф G' =  (V,E' )  планарен?

Источник [358]. К данной задаче сводится ограниченная на 
двудольные графы задача ГАМИЛЬТОНОВ ПУТЬ.
Комментарий. Соответствующая задача, в которой граф G' есть 
подграф, индуцированный подмножеством V', содержащим не 
менее К вершин, также NP-полна [306, 538]. Если /С =  |£ | ,  то 
за полиномиальное время может быть решена первая задача,
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а если /С =  i V| — то вторая (это объясняется тем, что проверку 
планарности графа можно осуществить за полиномиальное 
время; см., например, [213]). Близкая задача, в которой спра­
шивается: “Содержит ли G связный “внешнепланарный” под­
граф с К  или более вершинами”, также NP-полна [538].

[ТГ 28] РЕБЕРНЫЙ ПОДГРАФ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V,E)  и положительное целое 
число К ^  |£ | .
ВОПРОС. Существует ли подмножество Е' Е  Е, такое, что 
\ Е ' \ ^  К и подграф G' =  (V, Е') есть реберный граф? (Граф 
G' =  (У, Е') называется реберным, если существует граф Н — 
=  (U,F),  такой, что G'  изоморфен графу с множеством вершин 
F и множеством ребер, состоящим из всех пар ребер {е, /}, та- 
ких, что е й /  имеют общий конец из множества U.)

Источник [538]. К этой задаче сводится задача 3-ВЫП.

Комментарий. Задача остается NP-полной даже в том случае, 
если в G нет вершины, степень которой больше 4. Если потре­
бовать связности подграфа, то NP-полнота задачи сохранится 
и при снижении ограничения на степень до 3. Реберные графы 
можно распознать за полиномиальное время (см., например, 
[196], где используется термин “реберные графы”).

[ТГ 29] ТРАНЗИТИВНЫЙ ПОДГРАФ
УСЛОВИЕ. Заданы ориентированный граф G =  (V, А) и поло­
жительное целое число К ^  [А\.
ВОПРОС. Существует ли подмножество A' Е  А, такое, что 
\А ’\ ^  К и граф G’ =  (V, А’) транзитивен? (Граф G' =  (У, А') 
называется транзитивным, если для любой пары вершин и и v 
существует третья вершина такая, что (и, w), (w, о )е А ',
то (и, о ) е Л '. )

Источник [538]. К этой задаче сводится задача ДВУДОЛЬ­
НЫЙ ПОДГРАФ (в которой рассматриваются только под­
графы, не содержащие треугольников).

Комментарий. NP-полным является также вариант этой задачи, 
в котором G — неориентированный граф, и спрашивается, су­
ществует ли “подграф сравнимости”, т. е. такой подграф, кото­
рый с помощью выбора подходящей ориентации ребер можно 
сделать транзитивным ориентированным графом. Этот вариант 
остается NP-полным даже тогда, когда в G нет вершин степени 
больше 3. В обоих случаях задачи остаются NP-полными, если 
потребовать связности искомого подграфа.
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[ТГ 30] ОДНОСТОРОННЕ СВЯЗНЫЙ ПОДГРАФ
УСЛОВИЕ. Заданы ориентированный граф G =  (V, А) и поло­
жительное целое число К ^  | А\.
ВОПРОС. Существует ли подмножество A 's  А, такое, что 
\А' \~^ К и граф G' =  (V, А') имеет по крайней мере один ори­
ентированный путь между любой парой вершин?

Источник [370]. К этой задаче сводится задача ВЕРШИННОЕ 
ПОКРЫТИЕ.

Комментарий. Задача остается NP-полной и для ациклических 
ориентированных графов.

[ТГ 31] МИНИМАЛЬНЫЙ К-СВЯЗНЫЙ ПОДГРАФ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V, Е) и положительные целые 
числа К и В ( * < |У | ,  В ^ \ Е \ ) .
ВОПРОС. Существует ли подмножество Е' =  Е, такое, что 
| Е ' | ^ В  и граф G' =  (V, Е') является /(-связным (граф назы­
вается /(-связным, если он остается связным после удаления 
любых К — 1 вершин (и инцидентных им ребер)).

Источник [72]. К этой задаче сводится задача ГАМИЛЬТО­
НОВ ЦИКЛ.

Комментарий. Соответствующая задача о реберно-связном гра­
фе также NP-полна. Обе задачи (о вершинной и реберной связ­
ности) NP-полны для любого фиксированного К ^  2, а для 
К =  1 тривиально решаются за 'полиномиальное время.

[ТГ 32] КУБИЧЕСКИЙ ПОДГРАФ
УСЛОВИЕ. Задан граф G =  (У, Е).
ВОПРОС. Существует ли непустое подмножество Е 's  Е, та­
кое, что в графе G' =  (У, £ ')  любая вершина имеет степень, 
равную 3 или 0 ?

Источник [75]. К этой задаче сводится задача 3-РАСКРАШИ- 
ВАЕМОСТЬ ГРАФА.

[ТГ 33] МИНИМАЛЬНЫЙ ЭКВИВАЛЕНТНЫЙ 
ОРИЕНТИРОВАННЫЙ ГРАФ

УСЛОВИЕ. Заданы ориентированный граф G =  (V, А) и поло­
жительное целое число К ^ [ А | .
ВОПРОС. Существует ли подмножество A 's  А, такое, что 

и для любой упорядоченной пары вершин u, c e F 
в графе G '— (V, А') тогда и только тогда имеется ориентиро­
ванный путь из и к V, если такой путь имеется в G.
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[ТГ 34] ГАМИЛЬТОНОВО ПОПОЛНЕНИЕ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G = ( V , E )  и неотрицательное целое 
число
ВОПРОС. Существует ли множество Е ', содержащее множе­
ство Е и такое, что | Е 'Х Е  | ^  К, а граф G' — {V, Е') имеет 
гамильтонов цикл?

Источник. К этой задаче сводится ГАМИЛЬТОНОВ ЦИКЛ.

Комментарий. Задача остается NP-полной для любого фикси­
рованного К ^  0. Аналогичным образом построенные задачи 
о пополнении для задач ГАМИЛЬТОНОВ ПУТЬ, ОРИЕНТИ­
РОВАННЫЙ ГАМИЛЬТОНОВ ПУТЬ и ОРИЕНТИРОВАН­
НЫЙ ГАМИЛЬТОНОВ ЦИКЛ также NP-полны. Задачи ГА­
МИЛЬТОНОВО ПОПОЛНЕНИЕ и ГАМИЛЬТОНОВ ПУТЬ 
В ПОПОЛНЕНИИ могут быть решены за полиномиальное 
время, если G — дерево (см. [45]).

[ТГ 35] ПОПОЛНЕНИЕ ДО ГРАФА ИНТЕРВАЛОВ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V, Е) и неотрицательное целое 
число К-
ВОПРОС. Существует ли множество Е', содержащее Е, такое, 
что | £ ' \ £ | < ; К  и граф G' =  (V,E' )  является графом интер­
валов?

Источник [140]. К данной задаче сводится задача ОПТИ­
МАЛЬНОЕ ЛИНЕЙНОЕ УПОРЯДОЧЕНИЕ

Комментарий. Задача остается NP-полной, если ограничиться 
только реберными графами. Для К =  0 задача разрешима за 
полиномиальное время, см. [132, 54].

[ТГ 36] ПОПОЛНЕНИЕ ДО ГРАФА ПУТЕЙ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V, Е) и неотрицательное целое 
число К-
ВОПРОС. Существует ли множество Е \  содержащее множе­
ство Е, такое, что ]Е/\ £ ' | ^ К  и граф G' — (V, Е') есть граф 
пересечения семейства путей в неориентированном дереве?

Источник [169]. К этой задаче сводится ПОПОЛНЕНИЕ ДО 
ГРАФА ИНТЕРВАЛОВ.

Комментарий. Соответствующая задача, в которой требуется, 
чтобы G был графом пересечения ориентированных путей 
в ориентированном дереве (т. е. корневом дереве с направле­
нием дуг от корня), также является N P-полной.
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А1.3. Упорядочение вершин

[ТГ 37] ГАМИЛЬТОНОВ ЦИКЛ
УСЛОВИЕ. Задан граф G =  (V, Е).
ВОПРОС. Имеется ли в G гамильтонов цикл?
Источник [280]. К этой задаче сводится задача ВЕРШИННОЕ 
ПОКРЫТИЕ (см. гл. 3).

Комментарий. Задача остается NP-полной в следующих слу­
чаях: (1) G — планарный, кубический, 3-связный и не имеет 
граней, ограниченных меньше чем пятью ребрами [158], (2) G — 
двудольный [305], (3) G — квадрат некоторого графа [75],
(4) в условии задачи задан некоторый гамильтонов путь 
в графе G [417], (5) G — реберный граф. Задача разрешима 
за полиномиальное время, если в G нет вершин степени больше 2 
или если G — реберный граф (см., например, [357]). Куб не­
тривиального связного графа всегда содержит гамильтонов 
цикл, см. [277].

[ТГ 38] ОРИЕНТИРОВАННЫЙ ГАМИЛЬТОНОВ ЦИКЛ
УСЛОВИЕ. Задан ориентированный граф G =  (У, А).
ВОПРОС. Имеется ли в G ориентированный гамильтонов цикл?
Источник [280]. К этой задаче сводится задача ВЕРШИННОЕ 
ПОКРЫТИЕ (см. гл. 3).
Комментарий. Задача остается NP-полной, если G — планар­
ный граф, не имеющий вершин, инцидентных более чем трем 
дугам [432]. Задача разрешима за полиномиальное время, если 
степени захода (или выхода) всех вершин не превосходят 1 , 
а также если G — граф турнира, см. [393], или реберный граф 
(см., например, [357]).

[ТГ 39] ГАМИЛЬТОНОВ ПУТЬ
УСЛОВИЕ. Задан граф G =  (V, Е).
ВОПРОС. Верно ли, что в G имеется гамильтонов путь?
Источник. К этой задаче сводится задача ВЕРШИННОЕ ПО­
КРЫТИЕ (см. гл. 3).

Комментарий. Задача остается NP-полной в случаях (Т) и (2) 
из задачи ГАМИЛЬТОНОВ ЦИКЛ и разрешима за полино­
миальное время при тех же предположениях, при которых раз­
решима и задача ГЦ. Соответствующая задача ОРИЕНТИРО­
ВАННЫЙ ГАМИЛЬТОНОВ ПУТЬ является NP-полной, к ней 
также применимы комментарии из задачи ОРИЕНТИРОВАН­
НЫЙ ГЦ. Задача остается NP-полной, если в условии указана
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начальная или конечная или обе точки пути. Задача ОРИЕН­
ТИРОВАННЫЙ ГАМИЛЬТОНОВ ПУТЬ может быть решена 
за полиномиальное время для ациклических ориентированных 
графов (см., например, [324]).

[ТГ 40] ШИРИНА
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V, Е) и положительное целое 
число К ^  | V'l.
ВОПРОС. Существует ли линейное упорядочение множества V, 
такое, что его ширина не более /С? Иными словами: “Суще­
ствует ли взаимно-однозначная функция f\ У->-{1, 2........  j V |},
такая, что для всех {и, у } е £  выполнено соотношение |/(и ) — 
- f ( v ) \ ^ K r
Источник [407]. К этой задаче сводится З-РАЗБИЕНИЕ.
Комментарий. Остается NP-полной для деревьев со степенью 
вершин, не превышающей 3 [143]. Задача соответствует мини­
мизации “ширины” симметрической матрицы путем одновре­
менных перестановок столбцов и строк.

[ТГ 41] ШИРИНА ОРИЕНТИРОВАННОГО ГРАФА
УСЛОВИЕ. Заданы ориентированный граф G = ( V ,  А)  и поло­
жительное целое число K < \ V \ .
ВОПРОС. Существует ли такая взаимно-однозначная функция
f: V —*■ {1, 2.........  |У |} , что для всех (и, с ) е Д  f { u ) < f ( v )
и ( f ( v ) - f ( u ) ) ^ K 7
Источник [143]. К этой задаче сводится задача З-РАЗБИЕНИЕ.
Комментарий. Задача остается NP-полной для корневых ори­
ентированных деревьев с максимальной степенью захода, рав­
ной 1, и максимальной степенью выхода 2. Последняя задача 
соответствует минимизации “ширины” верхнетреугольной мат­
рицы с помощью одновременных перестановок строк и столбцов.

[ТГ 42] ОПТИМАЛЬНОЕ ЛИНЕЙНОЕ УПОРЯДОЧЕНИЕ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V,E)  и положительное целое 
число К.
ВОПРОС. Существует ли взаимно-однозначная функция /: V —>- 
-> { 1 ,2 ........ | V |}, такая, что X  |/(и ) — f (v)  | < К?

(и. а | е £

Источник [157]. К задаче сводится задача ПРОСТОЙ МАКСИ­
МАЛЬНЫЙ РАЗРЕЗ.
Комментарий. Задача остается NP-полной для двудольных гра­
фов [118] и разрешима за полиномиальное время, если G —* 
дерево [486, 176].
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[ТГ 43] ОПТИМАЛЬНОЕ ЛИНЕЙНОЕ УПОРЯДОЧЕНИЕ  
ОРИЕНТИРОВАННОГО ГРАФА
УСЛОВИЕ. Заданы ориентированный граф G — (V, А) и целое 
число К.
ВОПРОС. Существует ли такая взаимно-однозначная функция
f: 2.........  |У |} , что f ( u ) < f ( v )  для всех (и, о ) е А
и £  (/(») — /(м ))</С ?

и .  v  &  А

Источник [118]. К этой задаче сводится задача ОПТИМАЛЬ­
НОЕ ЛИНЕЙНОЕ УПОРЯДОЧЕНИЕ.
Комментарий. Задача разрешима за полиномиальное время, 
если G — дерево, даже в том случае, если ребрам графа припи­
саны целые веса, а целевая функция является взвешенной сум­
мой разностей [5].

[ТГ 44] ЛИНЕЙНОЕ УПОРЯДОЧЕНИЕ С МИНИМ АЛЬНЫ М  
РАЗРЕЗАНИЕМ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  {V,E)  и положительное целое 
число К.
ВОПРОС. Существует ли такая взаимно-однозначная функция 
f: У->- (1, 2........ |У |} , что для всех I, 1 <  : < |У | ,

Источник [498, 168]. К этой задаче сводится задача ПРОСТОЙ 
МАКСИМАЛЬНЫЙ РАЗРЕЗ.

[ТГ 45] ПРЕДСТАВЛЕНИЕ В ВИДЕ КОРНЕВОГО Д ЕРЕВА
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  {V, Е) и положительное целое 
число К-
ВОПРОС. Существует ли корневое дерево T =  (U,F),  где 
|С/| =  |У | и взаимно-однозначная функция f : V-*-U, обладаю­
щие следующими свойствами: для любого ребра { и ,о } Е £  су­
ществует простой путь, начинающийся в корне и проходящий 
через /(и) и f(v),  такой, что £  d{f  (и), f  (о)) < К (здесь

(и, v} е е
d ( x , y ) — число ребер на пути от х до у  в дереве Г)?
Источник [168]. К этой задаче сводится задача ОПТИМАЛЬ­
НОЕ ЛИНЕЙНОЕ УПОРЯДОЧЕНИЕ.

[ТГ 46] УПОРЯДОЧЕННОЕ ИСКЛЮ ЧЕНИЕ  
ДЛЯ ОРИЕНТИРОВАННОГО ГРАФА

УСЛОВИЕ. Заданы ориентированный граф G =  (V, А), неот­
рицательное целое число К.
ВОПРОС. Существует ли для графа упорядочение исключе­
ния, заполненность которого не более К’? Другими словами:
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“Существует ли взаимно-однозначная функция f : V-*- {I, 2, . . .
|V |} , такая, что имеется самое большее К пар вершин 

(и, [|)е ( У \ У ) \ А  обладающие свойством: G содержит ориен­
тированный путь из и в v, проходящий только через такие вер­
шины w, что f(» ) <  min {f(u ), f(v)}?
Источник [454]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Эта задача возникает при применении исключе­
ния по Гауссу к разреженным матрицам. Для К =  0 задача 
решается за полиномиальное время. Аналогичная задача для 
неориентированных графов (соответствующих симметричным 
матрицам) эквивалентна задаче ПОПОЛНЕНИЕ ДО ТРИАН­
ГУЛИРОВАННОГО ГРАФА, сложность которой пока остается 
не выясненной.

[ТГ 47] ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОЕ ИСКЛЮЧЕНИЕ 
СТЕПЕНЕЙ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V,E)  и последовательность 
<  du d2, . . . ,  d \ y \ >  неотрицательных целых чисел, не превы­
шающих | V\— 1.
ВОПРОС. Существует ли взаимно-однозначная функция f-.V-*- 
-> { 1 , 2 , . . . ,  | V|} со следующим свойством для всех i, 1 ^  i ^  
^ | V | :  если f ( v ) = i ,  то существует в точности di вершин и, 
таких, что f(u)  >  i и (и, v} е  Е?
Источник [154]. К этой задаче сводится ТОЧНОЕ ПОКРЫТИЕ 
3-МНОЖЕСТВАМИ.
Комментарий. Вариант этой задачи, в котором отыскивается та­
кая функция f, что для всех i, 1 ^  ^  | V), из равенства f(v) =  i 
следует, что существует ровно di вершин и, таких, что {и, и} е  

тривиально решается за полиномиальное время.

А1.4. Морфизмы и изоморфизмы
[ТГ 48] ИЗОМОРФИЗМ ПОДГРАФУ
УСЛОВИЕ. Заданы два графа G =  (Vi, Е\) и Н =  (V2, Е2). 
ВОПРОС. Содержит ли граф G подграф, изоморфный графу Я? 
Иначе говоря, существуют ли подмножества V и Е, V s  V\, 
Е<=Е\, такие, что | V| =  [ V2 I, |£ |  =  |£ 2 |, и такая взаимно-од­
нозначная функция f: = У 2 -»-У, что { и ,» } б £  тогда и только 
тогда, когда {[(ц),До)} е £ ?
Источник [91]. К этой задаче сводится задача КЛИКА.
Комментарий. Частные случаи этой задачи:
КЛИКА, ПОЛНЫЙ ДВУДОЛЬНЫЙ ПОДГРАФ, ГАМИЛЬТО­
НОВ ЦИКЛ и т. д. Задача может быть решена за полиноми­
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альное время, если G — лес, а Я — дерево, см. [111, 449]. Ос­
тается NP-полной, если G — дерево, а Я — лес (см. гл. 4) или 
если G — произвольный граф, а Я — дерево (ГАМИЛЬТОНОВ 
ПУТЬ). Варианты этой задачи для ориентированных графов 
также NP-полны даже в том случае, если G — ациклический 
граф, а Я — дерево [13]. Однако если G.— ориентированный 
лес, а Я — ориентированное дерево, то задачу можно решить 
за полиномиальное время. Если |V i| =  |V 4 и | £“i | =  | | , то 
эта задача превращается в задачу ИЗОМОРФИЗМ ГРАФОВ, 
сложность которой остается неизвестной для ориентированных 
и неориентированных графов.

[ТГ 49] НАИБОЛЬШИЙ ОБЩ ИЙ ПОДГРАФ
УСЛОВИЕ. Заданы два графа G =  (Vu £i)> Н = { V г,Е2) и по­
ложительное число К.
ВОПРОС. Существуют ли подмножества £ f s £ i  и Е'>^Е2, 
такие, что | Е\ | =  | Е2 О  К и подграфы G' =  (V, Е{) и Н' =  
=  (У2. £г) изоморфны?

Источник. К этой задаче сводится задача КЛИКА.
Комментарий. Задачу можно решить за полиномиальное время, 
если G и Н — деревья, см. [111].

[ТГ 50] МАКСИМАЛЬНОЕ ПАРОСОЧЕТАНИЕ ПОДГРАФОВ
УСЛОВИЕ. Заданы два ориентированных графа G =  (K|, А\), 
Н =  (Уг, А2) и положительное целое число К.
ВОПРОС. Существует ли такое подмножество /? =  1Л X  V2, что 
\ R \ ^  К и для всех (и, и'}, ( v , v ' ) e R  дуга (и, v) принадлежит 
множеству А\ тогда и только тогда, когда (u', v') е  А2?

Источник [152]. К этой задаче сводится задача КЛИКА. Она 
обсуждается также в работе [29].

[ТГ 51] СТЯГИВАЕМОСТЬ ГРАФА
УСЛОВИЕ. Заданы два графа G =  (V i,Е }) и Н =  {V2,E 2). 
ВОПРОС. Можно ли последовательностью стягиваний ребер 
графа G получить граф, изоморфный Я? (Последовательность 
стягиваний ребер — это последовательность шагов, на каждом 
из которых две соседние вершины и и v заменяются одной вер­
шиной о>, соединенной ребрами с теми и только теми верши­
нами, с которыми были соединены и или о.)

Источник [494]. К данной задаче сводится задача 3-ВЫП.

Комментарий. Задача может быть решена за полиномиальное 
время, если Я — треугольник.
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[ТГ 52] ГОМОМОРФИЗМ ГРАФОВ
УСЛОВИЕ. Заданы два графа G = ( V  1, Ei) и H =  (V2, Е2). 
ВОПРОС. Можно ли из графа G последовательностью отожде­
ствления несоседних вершин получить граф Н? (Последователь­
ность отождествления несоседних вершин — это последователь­
ность шагов, заменяющих две несоседние вершины и и v одной 
вершиной до, соединенной в точности с теми вершинами, с кото­
рыми были соединены вершины и или v.)
Источник [340]. К этой задаче сводится задача К-РАСКРА- 
ШИВАЕМОСТЬ ГРАФА.
Комментарий. Задача остается NP-полной, если Н — треуголь­
ник, но если Н — одно ребро, то решается за полиномиальное 
время.

[ТГ 53] D-МОРФИЗМ ОРИЕНТИРОВАННЫХ ГРАФОВ
УСЛОВИЕ. Заданы два ориентированных графа G =  (Ti, Ai) 
и H =  {V2,A 2).
ВОПРОС. Существует ли D-морфизм графа G в граф //? 
(D-морфизмом называется такая функция f : что (I)
для каждой пары (и, t ; ) e  Л] либо ( f ( u ) , f ( v ) ) ^ A 2, либо 
(f(v),  f (u) ) е  А2. (2 ) для всех u e V i  и и ' е  V2, если (f(u),  у ') е  
ё Д2, то существует такая вершина v, о е / _ 1 (у'), для которой 
(и, u)e= Ai.)
Источник [129]. К данной задаче сводится задача НУМЕРА­
ЦИЯ ГРАФА ПО ГРУНДИ.

А1.5. Разное
[ТГ 54] ПУТЬ С ЗАПРЕЩЕННЫМИ ПАРАМИ
УСЛОВИЕ. Заданы ориентированный граф G =  (V, А), набор 
С =  {(аи bi), . . . ,  (an,b„)} пар вершин из У и две выделенные 
вершины s, К
ВОПРОС. Существует ли в G ориентированный путь из s в /, 
.одержащий не более одной вершины из каждой пары на­
бора С?
Источник [134]. К этой задаче сводится задача 3-ВЫП.
Комментарий. Задача остается NP-полной, если ограничиться 
ациклическими графами, не имеющими вершин со степенями 
захода или выхода более 2. Вариант этой задачи, в котором 
запрещены не вершины, а дуги, также NP-полон (при анало­
гичных предположениях). Обе задачи остаются NP-полными, 
если вершины любой пары из заданного набора не являются 
соседними.
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[ТГ 55] ПАРОСОЧЕТАНИЕ СО МНОГИМИ ВАРИАНТАМИ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V, Е), разбиение множества Е 
на непересекающиеся множества Ей Е2, . . . ,  Ej и положитель­
ное целое число К.
ВОПРОС. Существует ли подмножество Е 's  Е, такое, что 
\ Е ' \ ^ К ,  никакие два ребра из Е' не имеют общей вершины 
и для всех i (1 ^  t ^  /)  Е' П £< ф- 0 .
Источник [524, 253, 255]. К этой задаче сводится задача 3-ВЫП.
Комментарий. Задача остается NP-полной и в том случае, если 
G — двудольный граф, каждое из множеств £< содержит, самое 
большее, 2 ребра и К =  | V| /2. Если каждое из множеств £, со­
стоит из одного ребра, то задача превращается в обычную за­
дачу о паросочетании в графе, разрешимую за полиномиальное 
время.

[ТГ 56] НУМЕРАЦИЯ ГРАФА ПО ГРУНДИ
УСЛОВИЕ. Задан ориентированный граф G — (V, А).
ВОПРОС. Существует ли такая функция f : V->Z+, что для 
всех вершин » e V  f(v) есть наименьшее неотрицательное це­
лое число, не содержащееся в множестве {f(u): н е 7 ,  (о, ы )е  
е Л ) ?
Источник [526]. К этой задаче сводится задача 3-ВЫП.

Комментарий. Задача остается NP-полной, если ограничиться 
только планарными графами, у которых все вершины имеют 
степень захода или выхода не болбе 5 (см. [129]).

[ТГ 57] ЯДРО
УСЛОВИЕ. Задан ориентированный граф G =  (V, А).
ВОПРОС. Верно ли, что в G есть ядро? (Ядром ориентирован­
ного графа G =  {V, А) называется такое подмножество вершин 
V', что никакие две вершины из V' не соединены дугой из А 
и для каждой вершины в б  У \У ' найдется такая вершина 
н е  V', что (и, о ) е  А.)
Источник [73]. К этой задаче сводится задача 3-ВЫП.

[ТГ 58] К-ЗАМЫКАНИЕ
УСЛОВИЕ. Заданы ориентированный граф G — (V,A)  и поло­
жительное целое число К ^  | Р |.
ВОПРОС. Существует ли такое подмножество V  £  V, что 
о фГ ?

и для любой дуги ( а ,в ) Е Л  либо и е Г ,  либо 
Источник [439]. К данной задаче сводится задача КЛИКА.
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[ТГ 59] БАЗИС ГРАФА ПЕРЕСЕЧЕНИИ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G = ( V ,  Е) и положительное целое 
число К ^  | Е | .
ВОПРОС. Верно ли, что G — граф пересечений семейства мно­
жеств, объединение которых имеет мощность не более /С? 
Иными словами: “Существует ли /(-элементное множество S 
и подмножества S [» ]e 5, V, такие что {и, о } е £  тогда 
и только тогда, когда 5[ы]П 5[о]^= 0 ?”
Источник [298]. К этой задаче сводится ПОКРЫТИЕ КЛИ­
КАМИ.

[ТГ 60] МНОЖЕСТВО ДУГ, РАЗЛИЧАЮЩИЕ ПУТИ
УСЛОВИЕ. Задан ориентированный граф G =  (V,A) ,  в кото­
ром выделены две вершины s, t и положительное целое число
К < \ А \ .
ВОПРОС. Существует ли такое подмножество А! <=, А, что 

и для каждой пары путей р\ и р2 из s в / найдется 
дуга из А', принадлежащая ровно одному из них?
Источник [370]. К этой задаче сводится задача ВЕРШИННОЕ 
ПОКРЫТИЕ.

[ТГ 61] МЕТРИЧЕСКАЯ РАЗМЕРНОСТЬ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  {V,E)  и положительное целое 
число К ^  | У |.
ВОПРОС. Существует ли базис метрик на графе G мощности 
не более /(? (Подмножество V 'e F  называется базисом метрик 
графа G, если для каждой пары вершин и, v е  V существует 
такая вершина до е  V', что длина кратчайшего пути от и к до 
отлична от длины кратчайшего пути между v и до.)
Источник [152]. К данной задаче сводится задача 3-С. Понятие 
метрической размерности определяется в работе [197].

[ТГ 62] РАЗМЕРНОСТЬ НЕШЕТРИЛ — РЕДЛ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V, Е) и положительное целое 
число К  ^  |Д |.
ВОПРОС. Существует ли такая взаимно-однозначная функция 

f: У ^ { (а „  а2 .........ак ): 1 < а г< | К |  при 1 < / < / ( } ,
что пара вершин к, o e V  соединена ребром {и, к} ё £  тогда 
и только тогда, когда f{u) и f ( v ) различны по всем К коорди­
натам?
Источник [400]. К этой задаче сводится 3-РАСКРАШИВАЕ- 
МОСТЬ ГРАФА. Понятие размерности определяется в ра­
боте [401].
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[ТГ 63] ПОРОГОВОЕ ЧИСЛО
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  ( V, Е) и положительное целое 
число К  ^  |£ | .
ВОПРОС. Существует ли разбиение множества Е на такие не- 
пересекающиеся подмножества Е\, Е2, . . . ,  Ек, что каждый из 
графов Gi =  (V,E{),  1 ^  i ^  К, является "пороговым”?

Источник [78]. К этой задаче сводится задача НЕЗАВИСИ­
МОЕ МНОЖЕСТВО (ограниченная на графы, не имеющие тре­
угольников) .
Комментарий. При К =  1 задача решается за полиномиальное 
время.

[ТГ 64] ОРИЕНТИРОВАННЫЙ ДИАМЕТР
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V, Е) и положительное целое 
число К | V\.
ВОПРОС. Можно ли так ориентировать ребра графа G, чтобы 
возникший в результате ориентированный граф был сильно свя­
зен и имел диаметр не более /С?
Источник [79]. К этой задаче сводится задача РАСЩЕПЛЕ­
НИЕ МНОЖЕСТВА.

Комментарий. Вариант задачи, в котором “диаметр” заменен 
на “радиус”, также NP-полон. Обе задачи остаются NP-пол- 
ными при К =  2 .

[ТГ 65] ВЗВЕШЕННЫЙ ДИАМЕТР
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  {V, Е), и набор С, состоящий 
из |£ |  неотрицательных целых чисел (не обязательно различ­
ных), и положительное целое число К.
ВОПРОС. Существует ли такая взаимно-однозначная функция 
f: Е-+С, что при интерпретации f(e) как длины ребра е диа­
метр графа G не превосходит К? (Т. е. между любыми двумя 
вершинами и, v е  V имеется путь длины не более К.)
Источник [425]. К этой задаче сводится задача З-РАЗБИЕНИЕ.

Комментарий. Задача NP-полна в сильном смысле даже в том 
случае, когда G — дерево. Вариант задачи, в котором “диаметр” 
заменяется “радиусом”, имеет такую же сложность. Если С 
состоит только из нулей и единиц, то оба варианта (с диамет­
ром и радиусом) для деревьев разрешимы за полиномиальное 
время, а для общих графов остаются NP-полными, даже если К 
фиксировать равным 2 (диаметр) или 1 (радиус). Для общих 
графов вариант задачи, в котором ищется функция, дающая
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диаметр не менее К, NP-полон в сильном смысле, для деревьев 
в случае диаметра задача разрешима за полиномиальное время, 
а в случае радиуса NP-полна.

А2. ПОСТРОЕНИЕ СЕТЕЙ 

А2.1. Остовные деревья 1

[ПС 1] ОСТОВ ОГРАНИЧЕННОЙ СТЕПЕНИ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V, Е) и положительное целое 
число К ^  | V\.
ВОПРОС. Существует ли в графе G остов, у которого степени 
всех вершин не превосходят /С?
Источник. К этой задаче сводится задача ГАМИЛЬТОНОВ 
ПУТЬ.
Комментарий. Для любого фиксированного К ^  2 задача 
остается NP-полной.

[ПС 2] ОСТОВ С МАКСИМАЛЬНЫ М ЧИСЛОМ в и с я ч и х  
ВЕРШ ИН
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V, Е) и положительное целое 
число Ж | У | .
ВОПРОС. Существует ли в графе G остов, у которого не менее 
К вершин степени 1 ?
Источник [152]. К указанной задаче сводится задача ДОМИ­
НИРУЮЩЕЕ МНОЖЕСТВО.
Комментарий. Задача остается NP-полной, если G — регуляр­
ный граф степени 4 или если G — планарный граф, степени вер­
шин которого не превосходят 4.

[ПС 3] ОСТОВ С КРАТЧАЙШИМ ПОЛНЫМ ПУТЕМ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V, Е), целое число f le Z + . 
ВОПРОС. Существует ли такой остов Т графа G, что сумма 
(по всем парам вершин и, t / e G )  длин путей от и до v в Т не 
превосходит /С?
Источник [266]. К этой задаче сводится задача ТОЧНОЕ ПО­
КРЫТИЕ 3-МНОЖЕСТВАМИ.

[ПС 4] ОСТОВ ОГРАНИЧЕННОГО ДИАМЕТРА
УСЛОВИЕ. Заданы граф G — (V, Е), вес аи(е)е Z+ каждой 
вершины е е £ ,  а также положительные числа В и *)

*) Как синонимы часто употребляются термины: дерево-остов, остов 
графа, или просто остов. — Прим. ред.
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ВОПРОС. Существует ли в графе G такой остов Т, что сумма 
весов ребер из Т не превосходит В и в Г нет простого пути, 
число ребер которого не превосходит D?
Источник [125]. К этой задаче сводится задача ТОЧНОЕ ПО­
КРЫТИЕ 3-МНОЖЕСТВАМИ.
Комментарий. Задача остается NP-полной при любом фиксиро­
ванном D ^  4 даже в том случае, если веса ребер принимают 
два значения: 1 или 2. Легко решается за полиномиальное 
время, если 0 ^ 3  или если веса всех ребер равны.

[ПС 5] О С Т О В  С  О Г Р А Н И Ч Е Н Н О Й  П Р О П У С К Н О Й  
С П О С О Б Н О С Т Ь Ю
УСЛОВИЕ. Заданы граф G — (V, Е) с выделенной вершиной 
Vo е  V, пропускные способности с (е) е  i t  и длина I (е) е  i t  
каждого ребра е е £ ,  потребность г (о) е  Zô  для каждой вер­
шины Р\{оо} и граница B eZ o".
ВОПРОС. Существует ли в графе G такой остов Т, что сумма 
длин его ребер не превосходит В и для каждого ребра е в  Т 
выполнено соотношение Е  г (н )^ с (е )  (где Ще) — множе-

и е  £/(е)
ство вершин, для которых путь в Т, соединяющий эту вершину 
с вершиной vo, содержит ребро е)?
Источник [409]. К этой задаче сводится задача 3-ВЫП.
Комментарий. Задача NP-полна в сильном смысле даже в том 
случае, если все потребности равны 1 , а все пропускные спо­
собности равны 3. Если же все потребности равны 1, а про­
пускные способности равны 2 , то задача решается за полино­
миальное время с помощью метода взвешенных паросочетаний. 
Если все потребности равны 0 или 2, а все пропускные способ­
ности равны 1 , то задача также может быть решена за полино­
миальное время (с помощью алгоритмов построения потоков 
минимальной стоимости, см., например, [ПО]), но если все 
пропускные способности равны 2 , а потребности и длины ребер 
равны либо 0 , либо 1, то задача остается NP-полной [115].

[ПС 6 ] Г Е О М Е Т Р И Ч Е С К И Й  О С Т О В  С  О Г Р А Н И Ч Е Н Н О Й  
П Р О П У С К Н О Й  С П О С О Б Н О С Т Ь Ю

УСЛОВИЕ. Заданы множество Р £  Z X  Z точек плоскости, вы­
деленная точка р о  е  Р ,  потребность г  ( р) е  i t  для каждой р е  
е  Р \ р о ,  пропускная способность c e Z +  и граница B g Z+. 
ВОПРОС. Существует ли в полном графе G — (P,E)  такой
остов Т =  { Р ,  Е'),  что Е  (где d((xlt у{), (х2, у2)) =«е£'
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= Г ((* 1+ * 2)2+ (# 1—Уг?)т~~\ — дискретное евклидово расстояние), 
причем X  г (и )^ .с  для каждого ребра е е £ '  (где U(e) —

а е [ / ( е )
множество таких вершин v, что путь в дереве Т, соединяющий v 
с р0, содержит ребро е)?
Источник [409]. К этой задаче сводится задача ТП-3.
Комментарий. Задача остается NP-полной и в том случае, если 
все потребности равны между собой.

[ПС 7] ОПТИМАЛЬНЫЙ КОММУНИКАЦИОННЫЙ ОСТОВ
УСЛОВИЕ. Заданы полный граф G =  (V, Е), вес ш (е )е  Zo 
каждого ребра потребность г ({и, о}) g  Zo+ для каждой
пары {u, v} вершин из V, граница B e  Zo- 
ВОПРОС. Существует ли в G такой остов Т, что

Е  W({u,  о}) ./■({«, « } )< В ,
и, о e V

где W({u,v})  обозначает сумму весов ребер пути в Т, соеди­
няющего и и V?

Источник [266]. К этой задаче сводится задача ТП-3.
Комментарий. Задача остается NP-полной даже тогда, когда 
все потребности равны между собой. Если все веса равны 
между собой, то задача разрешима за полиномиальное время 
[227].

[ПС 8] ИЗОМОРФНЫЙ ОСТОВ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V,E),  дерево Т =  (Уг, Ет). 
ВОПРОС. Верно ли, что G содержит остовное дерево, изоморф­
ное 7?
Источник. К этой задаче сводится задача ГАМИЛЬТОНОВ 
ПУТЬ.
Комментарий. Задача остается NP-полной в следующих слу­
чаях: (а) Т — путь, (б) Т — полное бинарное дерево, см. [418], 
(в) Т — 3-звезда (т. е. V t =  {i»o} U {ш, vi, w i : 1 <  i я}, Ет =  
=  {{«о, «/}, {ui,Vi}, {vt, wi} : 1 <  l га}), см. [152]. Если G — 
граф паросочетания или 2 -звезда, то задача разрешима за по­
линомиальное время. Классификацию сложности этой задачи 
для других типов деревьев см. в [418].

[ПС 9] К НАИЛУЧШИХ ОСТОВОВ (*)
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  ( V, Е ) , вес w (е) е  Zo каждого 
ребра положительные целые числа К я В.
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ВОПРОС. Существует ли в Q К различных остовов, общий 
вес которых не превосходит В?
Источник [260]. К этой задаче сводится по Тьюрингу задача 
ГАМИЛЬТОНОВ ПУТЬ.
Комментарий. Принадлежность этой задачи классу NP не уста­
новлена. Задача может быть решена за псевдополиномиальное 
время (время, ограниченное полиномом от |У |, К, log В, 
max (logo»( е ) : е е £ } ) ,  см. [322], и, следовательно, при любом 
фиксированном К может быть решена за полиномиальное 
время. Соответствующая задача перечисления является КР-пол- 
ной. Однако вариант задачи перечисления, в котором отсут­
ствуют веса, решается за полиномиальное время (см., напри­
мер, [198]).

[ПС 10] ЛЕС С ОГРАНИЧЕННЫМИ КОМПОНЕНТАМИ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V, Е), вес w (о) е  Z f  каждой 
вершины v е  У, положительные целые числа К и В ( / ( ^ |У |) .  
ВОПРОС. Можно ли вершины из У так разбить на непересе- 
кающиеся множества Уь Уг, . . . .  У* ( k ^ K ) ,  что подграф 
графа G, индуцированный множеством У<, является деревом, 
а сумма весов вершин из У/ не превосходит В?
Источник [194]. К этой задаче сводится задача РАЗБИЕНИЕ 
НА ПУТИ ДЛИНЫ 2.
Комментарий. Задача остается NP-полной и тогда, когда все 
веса равны 1 , а В — произвольное фиксированное целое число, 
большее 2  [152]. Задача может быть решена за полиномиаль­
ное время, если G — дерево или если все веса равны 1 и В =  2 
[194].

[ПС 11] ВЕТВЛЕНИЕ СО МНОГИМИ ВАРИАНТАМИ
УСЛОВИЕ. Заданы ориентированный граф б  =  (У, А), вес 
» ( e ) e Z + каждой дуги в е д  разбиение множества А на не- 
пересекающиеся множества Аи Аг, . . . .  А„ и положительное 
целое число К.
ВОПРОС. Существует ли такое подмножество A ' s  А, что 

X  w { a ) ^ K ,  никакие две дуги из А' не оканчиваются в одной
as А'
вершине, А’ не содержит циклов и А' содержит не более одной 
дуги из каждого множества At, 1 ^  i ^  п?
Источник [152]. К этой задаче сводится задача 3-ВЫП.

Комментарий. Задача остается NP-полной даже тогда, когда G 
сильно связан и если все веса равны между собой. Если |Д |  =  1
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д ля  всех г, то зад ач а  п ревращ ается  просто в зад ач у  отыскания 
“ ветвления м аксим ального  веса", т. е. зад ач у  отыскания пере­
сечения двух матроидов, разреш имую  за полиномиальное время 
(см., например, [512]) .  ("В сильно связном граф е ветвление 
м аксим ального  веса можно рассм атривать  как  ориентирован­
ный остов м аксим альн ого  веса) .  Аналогичным образом  если 
граф  симметричен, то зад ач а  становится эквивалентной задаче  
об остове со многими вариантам и  (другой зад ач е  о пересечении 
двух матроидов) и о казы вается  разреш имой за полиномиальное 
время [509].

[ПС 12] ДЕРЕВО ШТЕЙНЕРА НА ГРАФЕ
У С Л О В И Е . З ад ан ы  граф  G — (V,E),  B e c w ( e ) ^ Z o  каж дого 
ребра е е £ ,  подмнож ество  R £  V и п олож ительн ая  целая  гр а ­
ница В.
В О П Р О С . Сущ ествует ли в графе G такое поддерево, с о д ер ж а­
щее все вершины из R, что сумма весов ребер этого поддерева 
не превосходит В?
Источник [280]. К этой зад ач е  сводится зад ач а  Т О Ч Н О Е  П О ­
К Р Ы Т И Е  3 -М Н О Ж Е С Т В А М И .

Комментарий. З а д а ч а  остается N P -полной и в том случае, если 
G — двудольны й граф, не имеющий ребер, соединяю щ их вер­
шины м нож ества R или V \ R  (см. [37 ]) ,  или если G — п л ан ар ­
ный граф  [149].

[П С  13] ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ДЕРЕВО ШТЕЙНЕРА
У С Л О В И Е . З а д а н ы  множ ество Р ^  Z X  Z точек на плоскости 
и полож ительное число К.
В О П Р О С . Существует ли такое конечное подмнож ество Q e  
E Z X Z ,  ч т о  д л я  множ ества вершин P U Q  существует остов 
с весом не более К (где вес ребра {(*i, у\), (х2, Уг)} равен 
г ((XI — х2) 2 +  (г / |— г/2) 2) 1/21 — дискретному евклидову расстоя­
нию м еж ду (хи у\) и (х2, у 2) ) ?

Источник [142]. К этой зад ач е  сводится за д ач а  ТП-3.

Комментарий. З а д а ч а  N P -полна в сильном смысле. Остается 
N P -полной, если дискретное расстояние зам енить  “ метрикой 
типа LГ’: | л ' | — x2| +  | l / i — Уг\ (см. [149]) “ или метрикой типа 
Lee”: max{|.Vi — х2|,  |г/] — у21} (последняя метрика при пово­
роте на 45° эквивалентна  метрике L\). З а д а ч а  остается  N P -труд- 
ной в сильном смысле, если принять (недискретизированное) 
евклидово расстояние ((*[  — х2)2 -\-{у\ — у2)2У/2, но в послед­
нем случае принадлеж ность  задачи  классу N P  не установлена 
[142]. Н екоторые полиномиальные алгоритмы для  специальных 
случаев метрики типа Ly предлож ены  в работе  [6].
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А2 . 2  Разрезы и связность 
[ПС 14] РАЗБИЕНИЕ ГРАФА
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V, А), вес w ( v ) ^  Z+ каждой 
вершины o g V, длина 1(e) ^  Z+ каждого ребра е е £ ,  а также 
положительные целые числа К и J.
ВОПРОС. Существует ли такое разбиение множества V на не- 
пересекающиеся подмножества V\, Vi........ Vm, что

X  w ( v ) ^ . K  (для всех г, l ^ j '^ / C ) ,«е К,

и если — множество ребер, имеющих концы в разных
множествах Vi, то

£  /(<?)</?

Источник [243]. К этой задаче сводится задача РАЗБИЕНИЕ 
НА ТРЕУГОЛЬНИКИ.
Комментарий. Задача остается NP-полной для фиксированного 
К ^  3 даже в том случае, если все веса равны 1 . При К =  2 
задача может быть решена за полиномиальное время методом 
паросочетаний.

[ПС 15] АЦИКЛИЧЕСКОЕ РАЗБИЕНИЕ
УСЛОВИЕ. Заданы ориентированный граф G =  (V,A) ,  вес 

Z+ каждой вершины v е  V, стоимость с ( а ) е  Z+ каждой 
дуги а е 4 ,  положительные целые числа В и К.
ВОПРОС. Существует ли такое разбиение множества V на не- 
пересекающиеся множества V), Vi, . . . ,  Vm, что ориентирован­
ный граф G' — (V' ,A')  (где V' — {Vu Vi, . . . .  Vm} и (У,-, У,)е: 
Е /4 ' тогда и только тогда, когда ( v i , V j ) ^ A  для некоторых 
Vi е  Vi и Vj е  V/) является ациклическим, сумма весов вер­
шин каждого из множеств У, не превосходит В и сумма стои­
мостей всех дуг, имеющих концы в разных множествах, не пре­
восходит /С?
Источник [152]. К этой задаче сводится задача ТП-3.
Комментарий. Задача остается NP-полной и в том случае, если 
ш (о )=  1 для всех в е У  и с ( а ) =  1 для всех о е Л .  Задача мо  ̂
жет быть решена за полиномиальное время, если G содержит 
некоторый гамильтонов путь. Последнее свойство для ацикли­
ческих графов может быть проверено за полиномиальное время 
(см. [287]). Если G — дерево, то общая задача NP-полна в 
обычном смысле, но может быть решена за псевдополиномиаль- 
ное время (см. [365]). Все три задачи могут быть решены за 
полиномиальное время, если веса всех ребер равны между
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собой (см. [194]) или если веса всех вершин равны между со­
бой (см. [152]).

[ПС 16] МАКСИМАЛЬНЫ Й РАЗРЕЗ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G = ( V , E ) ,  вес a i(e )e Z +  каждого 
ребра е е £ ,  положительное целое число К.
ВОПРОС. Существует ли разбиение множества V на два таких 
непересекающихся множества Vi и У2, что сумма весов ребер 
из Е, соединяющих вершины из множеств V\ и У2, не менее К?

Источник [280]. К этой задаче сводится задача МАКСИМАЛЬ­
НАЯ 2-ВЫПОЛНИМОСТЬ.

Комментарий. Задача остается NP-полной, если w (е) =  1 для 
всех е е £  (она называется ПРОСТОЙ МАКСИМАЛЬНЫЙ 
РАЗРЕЗ), см. [157], и если, кроме того, в графе нет вершин 
степени более 3 см. [538]. Если G — планарный граф, то за­
дача может быть решена за полиномиальное время [195,406].

[ПС 17] МИНИМАЛЬНЫ Й РАЗРЕЗ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G = ( V , E )  с двумя выделенными вер­
шинами s, / е  V, вес tfl(e )eZ +  каждого ребра е е £ ,  а также 
положительные целые числа В и К {В ^  | V \).
ВОПРОС. Существует ли разбиение множества V на два та­
ких подмножества Vi и V2, что s е  Vi, 1  е  72, | В, | У2| ^  

и сумма весов ребер из Е, соединяющих вершины из V\ 
и У2, не превосходит /С?

Источник [157]. К этой задаче сводится задача ПРОСТОЙ 
МАКСИМАЛЬНЫЙ РАЗРЕЗ.

Комментарий. Задача остается NP-полной для В =  |У |/2  и 
если w ( e ) = l  для всех е е £ .  Если В =  |У |, то она может 
быть решена за полиномиальное время стандартными методами 
теории потоков в сетях.

[ПС 18] ДВУСВЯЗНОЕ ПОПОЛНЕНИЕ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V,E),  вес ai({ii,ii})G Z+ каж­
дой неупорядоченной пары {и, о} вершин из У и положитель­
ное целое число В.
ВОПРОС. Существует ли такое множество Е', состоящее из 
неупорядоченных пар вершин V, что У  w ( e ) ^ B  и граф G' =

е е Я '
=  (У, EU-E7) — двусвязен (граф называется двусвязным, если 
после удаления любой отдельной вершины он остается связ­
ным)?



А2. Построение сетей 265

Источник [113]. К данной задаче сводится задача ГАМИЛЬ­
ТОНОВ ЦИКЛ.
Комментарий. Близкая задача, в которой граф G' реберно свя­
зан (т. е. не распадается после удаления одного ребра), также 
NP-полна. Обе задачи остаются NP-полными, если все веса 
равны либо 1, либо 2 и Е пусто. Обе задачи могут быть решены 
за полиномиальное время, если все веса равны между собой.

[ПС 19] СИЛЬНО СВЯЗНОЕ ПОПОЛНЕНИЕ
УСЛОВИЕ. Заданы ориентированный граф G =  {V,A),  вес 
w (и, v) е  Z+ каждой упорядоченной пары вершин (и, о) е  V X  V 
н положительное целое число В.
ВОПРОС. Существует ли такое множество А'  упорядоченных 
пар вершин из V, что £  ш ( а ) < в  и граф G' =  (V,A\JA' )

a s  А'
сильно связен?
Источник [113]. К этой задаче сводится ГАМИЛЬТОНОВ 
ЦИКЛ.
Комментарий. Задача остается NP-полной, если все веса рав­
ны 1 или 2, а А пусто. Может быть решена за полиномиальное 
время, если все веса равны между собой.

[ПС 20] НАДЕЖНОСТЬ СЕТИ (*)
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V, Е), подмножество 7 ' =  V, 
для каждого в е £  рациональное число р(е),  0 ^ / > ( е ) ^ 1 ,— 
вероятность неисправности, положительное рациональное число 
q <  1.
ВОПРОС. Верно ли, что с вероятностью, не меньшей q, любые 
две вершины из V соединены по крайней мере одним путем, не 
содержащим неисправных ребер. (Предполагается, что неис­
правности в ребрах возникают независимо.)

Источник [458]. К этой задаче сводится ДЕРЕВО ШТЕЙНЕРА 
НА ГРАФЕ.

Комментарий. Принадлежность этой задачи классу NP не уста­
новлена. Задача остается NP-полной даже в том случае, если 
|У ' | ^ 2  [523]. Аналогичная задача, в которой требуется,чтобы 
каждую пару вершин из V  соединяли по крайней мере два не- 
пересекающихся пути, NP-трудна даже тогда, когда V' =  V, 
[28]. Если G — ориентированный граф и требуется выяснить, 
существует ли ориентированный путь, соединяющий любую 
пару упорядоченных вершин в V ,  то задача NP-трудна как 
при |V '| =  2 [523], так и при V' =  V [27]. Многие задачи
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перечисления подграфов, удовлетворяющих указанным выше 
свойствам, КР-полны (см. [523]).

[ПС 21] ВЫЖИВАЕМОСТЬ СЕТИ (*)
УСЛОВИЕ. Заданы граф G = ( V ,  Е ) , для каждого х е  К [J £ 
рациональное число р(х),  0 ^ р ( х ) ^ . \ ,  — “вероятность неис­
правности”, положительное рациональное число <7 ^ = 1 - 
ВОПРОС. Верно ли, что вероятность того, что для всех {и, о } е  
е  Е по крайней мере один элемент и, v или {и, v} неисправен, 
не меньше q? (В предположении, что неисправности ребер и 
вершин независимы.)
Источник [458]. К этой задаче сводится ВЕРШИННОЕ ПО­
КРЫТИЕ.
Комментарий. Принадлежность этой задачи классу NP не уста­
новлена.

А.2.3. Задачи о маршрутах 
[ПС 22] КОММИВОЯЖЕР
УСЛОВИЕ. Заданы множество С, включающее m городов, рас­
стояние d(Ci, C ()eZ + между каждой парой городов с,-, с/ е  С 
и положительное целое число В.
ВОПРОС. Существует ли маршрут длины не более В, прохо­
дящий через все города из С? Иными словами, существует ли 
такая перестановка городов <ся(и, сл<2), ■ • •, сп(т)>, что

т - 1

X !  d  ( с я  (i)> сп U+1)) " Ь  d  ( с л  (т)>  сп (1)) ^
< =  1

Источник. К задаче сводится задача ГАМИЛЬТОНОВ ЦИКЛ.
Комментарий. Задача остается NP-полной и в том случае, 
когда d(Ci, с;) е  {1, 2} для всех Ci, C j^C.  Особые, разрешимые 
за полиномиальное время случаи этой задачи обсуждаются в 
работах [172, 160, 510]. Вариант этой задачи, в котором ищется 
маршрут со средним временем прибытия, не превосходящим В, 
также NP-полон (см. [469]).

[ПС 23] ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА О КОММИВОЯЖЕРЕ
УСЛОВИЕ. Заданы множество P s Z X Z  точек на плоскости 
и положительное целое число В.
ВОПРОС. Существует ли маршрут длины, не большей В, для 
индивидуальной задачи КОММИВОЯЖЕР, в которой С =  Р и 
d((x  1, у\), (лг2, Уг)) — Г ( (*i — х2)2 +  {у\~Уг)  2) 1/21 — евклидово 
дискретное расстояние?
Источник [410, 141]. К этой задаче  сводится за д ач а  ТП-3.
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Комментарий. Задача NP-полна в сильном смысле. Она оста­
ется NP-полной в сильном смысле даже в том случае, если рас­
стояние заменить метрикой типа L\ [141] (или метрикой /.<*>, 
которая после поворота на 45° становится эквивалентной мет­
рике L\).  Задача остается NP-трудной в сильном смысле, если 
принять обычную (не дискретную) евклидову метрику, но в 
этом случае принадлежность этой задачи классу NP не уста­
новлена [141].

[ПС 24] З А Д А Ч А  К О М М И В О Я Ж Е Р А  С  О Г Р А Н И Ч Е Н Н Ы М И  
Р А С С Т О Я Н И Я М И

УСЛОВИЕ. Заданы множество С, состоящее из m городов, 
расстояние d(c,, C /)e Z + между каждой парой городов с,-, с, е  С 
и положительное целое число В.
ВОПРОС. Существует ли маршрут, проходящий через все го­
рода и не содержащий ребер длины, большей В? Т. е. сущест­
вует ли такая перестановка городов <сЛ(п, сл(2>.........ся(т)>, что
dicnu), сл<;+1) ) ^  В при 1 <  i <  m и d(cnim), сл(ц ) <  В?
Источник. К данной задаче сводится ГАМИЛЬТОНОВ ЦИКЛ.
Комментарий. Задача остается NP-полной, даже если d(c,, с / ) е  
е{1 ,2}  для всех с(, с, е С .  Важный частный случай задачи, 
разрешимый за полиномиальное время, описан в работе [172].

[ПС 25] К И Т А Й С К И Й  П О Ч Т А Л Ь О Н  Д Л Я  С М Е Ш А Н Н Ы Х  
Г Р А Ф О В

УСЛОВИЕ. Заданы смешанный граф G = ( V , A , E ) ,  где А — 
множество ориентированных ребер, Е — множество неориенти­
рованных ребер в У; длина l ( e ) e Z + 0 каждого ребра е ^ А Ц Е ,  
граница В е  Z+.
ВОПРОС. Существует ли в графе G цикл длины не более В, 
включающий по крайней мере один раз каждое ориентирован­
ное и каждое неориентированное ребро, причем ориентирован­
ные ребра должны входить в цикл только с правильной ориен­
тацией?
Источник [480]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Задача остается NP-полной даже в том случае, 
если длины всех ребер равны между собой, граф G планарен 
и максимум степеней вершин в нем равен 3. Если либо А, либо 
Е пусто (т. е. G — либо ориентированный, либо неориентирован­
ный граф), то задача может быть решена за полиномиальное 
время [109].
[ПС 26] З А Д А Ч А  О  П О Д Ъ Е М Н О М  К Р А Н Е
УСЛОВИЕ. Заданы смешанный граф G =  {V,A, Е),  длина 
I (а) е  Zo каждого элемента е е  A (J Е, граница В е  Z+.
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ВОПРОС. Существует ли в графе G цикл длины не более В, 
включающий каждое ориентированное ребро из А по крайней 
мере один раз и проходящий их только в правильном направ­
лении?
Источник [130]. К этой задаче сводится ГАМИЛЬТОНОВ 
ЦИКЛ.
Комментарий. Задача остается NP-полной даже в том случае, 
если длины всех ребер равны 1. Аналогичная задача о пути 
(с заранее выбранными концами или без них) также NP-полна.

[ПС 27] С Е Л Ь С К И Й  П О Ч Т А Л Ь О Н
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V, Е), длина / ( e )e Z jf  каждого 
ребра е е £ ,  подмножество £ ' s  £  и граница В е  Zq .
ВОПРОС. Существует ли в G цикл, включающий каждое ребро 
из Е' и имеющий длину не более В?
Источник [335]. К данной задаче сводится ГАМИЛЬТОНОВ 
ЦИКЛ.
Комментарий. Задача остается NP-полной даже тогда, когда 
/ ( е ) = 1  для всех е е £ .  То же самое верно для ориентирован­
ных графов.

[ПС 28] С А М Ы Й  Д Л И Н Н Ы Й  Ц И К Л
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V, Е), длина ( (e )e Z +  каждого 
ребра е е £ ,  положительное целое число К.
ВОПРОС. Существует ли в G цикл длины не менее К (т. е. та­
кой цикл, сумма длин ребер которого не менее К) ?

Источник. К этой задаче сводится ГАМИЛЬТОНОВ ЦИКЛ.

Комментарий. Задача остается NP-полной и в том случае, если 
1(e) =  1 для всех е е £ ,  То же самое верно и для ориентиро­
ванных циклов в ориентированных графах. Если G — ориенти­
рованный граф турнира и /(е ) = 1  для всех е е £ ,  то задача 
может быть решена за полиномиальное время [393]. Аналогич­
ные задачи для ориентированных и неориентированных графов, 
в которых ищется цикл длины, не превосходящей К, могут быть 
решены за полиномиальное время (см., например, [254]), но 
если допускаются ребра отрицательной длины, то задача NP- 
полна.

Г П С  2 9 ]  С А М Ы Й  Д Л И Н Н Ы Й  П У Т Ь
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V, Е),  длина ( (e )e Z +  каждого 
ребра е е £ ,  положительное целое число К, выделенные вер­
шины s, ( e V .
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ВОПРОС. Существует ли в графе G простой путь длины, не 
меньшей К (т. е. путь, у которого сумма длин ребер не 
меньше К)?
Источник. К этой задаче сводится ГАМИЛЬТОНОВ ПУТЬ 
МЕЖДУ ДВУМЯ ВЕРШИНАМИ.

Комментарий. Задача остается NP-полной и тогда, когда /(е) =  
=  1 для всех е е  Е. То же самое верно для аналогичной задачи 
отыскания ориентированного пути в ориентированных графах. 
Для ациклических графов задача в общем виде может быть 
решена за полиномиальное время [324]. Аналогичные задачи 
об ориентированном и неориентированном “кратчайшем пути” 
для произвольных графов могут быть решены за полиномиаль­
ное время (см., например, [324]), но становятся NP-полными, 
если допускаются ребра отрицательной длины.

[ПС 30] КРАТЧАЙШИЙ ПУТЬ С ОГРАНИЧЕНИЕМ 
ПО ВЕСУ

УСЛОВИЕ. Заданы граф G = (V , £ ) с двумя выделенными 
вершинами s, / e V ,  длина Z(e)eZ+, вес a i(e ) sZ +  каждого 
ребра е е £  и положительные целые числа К и И7.
ВОПРОС. Существует ли в G простой путь из s в t, веса не 
более W и длины не более /С?
Источник [380]. К этой задаче сводится РАЗБИЕНИЕ.
Комментарий. Для ориентированных графов задача также NP- 
полна. Обе задачи разрешимы за полиномиальное время, если 
все веса или все длины равны между собой.

[ПС 31] К КРАТЧАЙШИХ ПУТЕЙ (*)
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V,E)  с двумя выделенными вер­
шинами s, I s  V, длина ! ( e ) s Z +  каждого ребра е & Е  и поло­
жительные целые числа В к К-
ВОПРОС. Существует ли в G К  различных путей от s до t, 
веса которых не превосходят В?

Источник [260]. К этой задаче сводится по Тьюрингу ГАМИЛЬ­
ТОНОВ ПУТЬ.
Комментарий. Принадлежность этой задачи классу NP не уста­
новлена. Аналогичная задача о кратчайших циклах также NP- 
трудна. Обе задачи остаются NP-трудными и тогда, когда 
1(e) =  1 для всех е & Е .  То же самое верно для аналогичных 
задач в ориентированных графах. Однако все варианты этой 
задачи могут быть решены за псевдополиномиальное время 
(т. е. время, ограниченное полиномом от |У ], К и log В) и,
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следовательно, за полиномиальное время при любом фиксиро­
ванном значении числа К. Соответствующие перечислительные 
задачи КР-полны.

А2.4. П о т о к о в ы е  задачи

[ПС 32] П О Т О К  М И Н И М А Л Ь Н О Й  Р Е Б Е Р Н О Й  С Т О И М О С Т И
УСЛОВИЕ. Заданы ориентированный граф G — (V,A)  с двумя 
выделенными вершинами s и t, пропускная способность с(а)(= 
e Z +  и стоимость p ( a ) e Z o ’ каждой дуги я е А ,  потребность 
R е  Z+, граница В е  Z+.
ВОПРОС. Существует ли потоковая функция /: A->Z<?, обла­
дающая следующими свойствами:
( 1 ) f ( a ) ^ c ( a )  для всех а е Л ;
(2) X  f((u, v ) )=  £  f((v, и)) для всех v е  V \  (s, t) (т. е.

(и, « ) е Д  (о, и )^ А
во всех вершинах v е  V \  {s, /} поток сохраняется);

(3) Е /((“ > 0 ) — Е f((f> u))~^R (т. е. в вершину / вте-
(ц, о  е  Л (t, ii| e J
кает поток величины не меньше R)\

(4) Е р (а )< В , где Л' =  [ а е Л :  / ( а )= ^ 0 )?
а  ег  А '

Источник [115]. К этой задаче сводится ТП-3.
Комментарий. Задача остается NP-полной и тогда, когда 
с(а) =  2 и р (а )е { 0 , 1} для всех й ё Л. Она разрешима за по­
линомиальное время, если с(а ) = 1  для всех а е Л  [115] или 
если условие (4) заменить условием Е) p ( a ) - f ( a ) ^ B  (см., на-

л е Я
пример, [324]). Однако задача остается NP-полной, если усло­
вие (4) заменить условием Е  (р, (a) f (af  +  р2 (a) f (а)) <  В [208]-

а е Я

[ПС 33] Ц Е Л О Ч И С Л Е Н Н Ы Й  П О Т О К  В  С Е Т И  
С  У М Н О Ж И Т Е Л Я М И

УСЛОВИЕ. Заданы ориентированный граф G =  (V,A) ,  выде­
ленные две вершины s и t, заданы “умножитель” А (о )е  Z+ для 
каждой вершины Z}, пропускная способность с ( а ) е
е  Z+ каждой дуги а е Л и  потребность R е  Z+.
ВОПРОС. Существует ли потоковая функция /: A - ^ - Z t , такая 
что выполнены условия:
(1) f (a)  ^  с(а) для всех а е  А;
(2 ) для вершин v е  У \{ з , t} выполнено соотношение

Е h(v)- f ({u,  о) )=  Е! f((v,u))-,
(и, и | е Я  (и. о ) е  А

(3) в вершину t притекает поток, не меньший R1
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Источник [463]. К этой задаче сводится РАЗБИЕНИЕ.
Комментарий. Если Л (и )=  1 для всех t i e  V \{ s , /}, то она мо­
жет быть решена за полиномиальное время стандартными ме­
тодами теории потоков в сетях. Аналогичная задача, в которой 
допускаются нецелочисленные потоки, может быть решена ме­
тодом линейного программирования.

[ПС 34] П О Т О К  В  С Е Т И  С  О Г Р А Н И Ч Е Н И Я М И
УСЛОВИЕ. Заданы ориентированный граф G =  (V,А) с двумя 
выделенными вершинами s и t, пропускная способность 
c (a )6 Z+ каждой дуги а е Д ,  набор Р ориентированных путей 
в G и потребность R е  Z+.
ВОПРОС. Существует ли такая функция g : P -> Z t,  что если 
/: А -> Z t  — потоковая функция, задаваемая соотношением 
f(a) =  X  ё(р)  (гДе Р (a) s  Р — множество всех путей из Р,

ре=Р(а)
содержащих дугу а), то f удовлетворяет условиям:
( 1 ) f ( a ) <; с(а) для всех а е  А;
(2 ) в каждой вершине и е  У \{ « , /} поток сохраняется;
(3) в вершину t втекает поток, не меньший R?
Источник [436]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Задача остается NP-полной, если все с (а) рав­
ны 1 . Аналогичная задача для нецелочисленных потоков экви­
валентна задаче ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ, но 
вопрос о не совпадении наилучшего рационального и наилуч­
шего целочисленного потоков является NP-полным.

[ПС 35] Ц Е Л О Ч И С Л Е Н Н Ы Й  П О Т О К  В  С Е Т И  
С  Г О М О Л О Г И Ч Н Ы М И  Д У Г А М И

УСЛОВИЕ. Заданы ориентированный граф G =  {V,A)  с выде­
ленными двумя вершинами s и t, пропускная способность 
c (a )e Z +  каждой дуги а е А ' ,  потребность R е  Z+ и множе­
ство Н Е  А X  А “гомологичных” пар дуг.
ВОПРОС. Существует ли такая потоковая функция /: A-^Zo", 
что:
(1) /(a )  sg: с(а) для всех а е  А;
(2 ) во всех вершинах о е  y \{ s ,  t) поток сохраняется;
(3) f ( a ) = f ( a ' )  для всех пар гомологичных дуг <о, а ' ) е Я ;
(4) в вершину t втекает поток, не меньший /??
Источник [463]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.

Комментарий. Задача остается NP-полной и в том случае, если 
c(a) =  1 для всех а е А .  (Это можно доказать с помощью
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модификации конструкции из работы [114].) Аналогичная за­
дача с нецелочисленными потоками полиномиально эквивалент­
на задаче ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ [251].

[ПС 36] ЦЕЛОЧИСЛЕННЫЙ ПОТОК В СЕТИ 
С РАССЛОЕНИЯМИ

УСЛОВИЕ. Заданы ориентированный граф G =  (V, А) с выде­
ленными вершинами s и t и такие “расслоения" 1\, / 2, . . . ,  / * £  
Е  А, что И 1, =  А, пропускные способности расслоений
с 1, С2, . . . .  с* е  Z+, потребность R е  Z+.
ВОПРОС. Существует ли такая потоковая функция f: А-> 1о, 
что выполнены следующие условия:
( 1 ) X  /(а )< С / для всех j, 1

(2 ) в каждой вершине о е  l / \{ s ,  t) поток сохраняется;
(3) в вершину t втекает поток, не меньший /??
Источник [463]. К этой задаче сводится НЕЗАВИСИМОЕ 
МНОЖЕСТВО.
Комментарий. Если все пропускные способности равны 1 и 
каждое расслоение включает только две дуги, то задача остает­
ся NP-полной. Аналогичная задача для нецелочисленных по­
токов может быть решена с помощью линейного программиро­
вания.

[ПС 37] НЕОРИЕНТИРОВАННЫЙ ПОТОК, 
ОГРАНИЧЕННЫЙ СНИЗУ

УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V, Е) с выделенными верши­
нами s, t, пропускная способность с ( е ) е  Z+ и нижняя граница 
/ ( e ) e Z o ' для каждого ребра е е £ ,  потребность R е  Z+. 
ВОПРОС. Существует ли такая потоковая функция

f: {{и, v), (о, и) : {и, о} е  Е} -+ Z t,  
что выполняются следующие условия:
( 1 ) для любого {и, v } ^ E  либо f ( (u , v ) )  =  0 , либо f ( ( v ,u) )  =  0 ;
(2 ) /(e )s^  max{/((u, v)) ,  f ( { v , u ) ) } ^ c ( e )  для всех е =  {м,и}е 
е=£;
(3) во всех вершинах v е  Г \  {s, t} поток сохраняется;
(4) в вершину t втекает поток, не меньший R7
Источник [251]. К этой задаче сводится ВЫПОЛНИМОСТЬ.
Комментарий. Задача NP-полна в сильном смысле даже в слу­
чае нецелочисленных потоков. Аналогичная задача для ориен­
тированных графов может быть решена за полиномиальное вре­
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мя даже в том случае, если вместо потока, не меньшего R, ис­
кать поток, не больший R [125] (см. также [324]). Аналогич­
ная задача ОРИЕНТИРОВАННЫЙ М-ПРОДУКТОВЫИ ПО­
ТОК, ОГРАНИЧЕННЫЙ СНИЗУ при всех М ^  2 и нецелочис­
ленных потоках, полиномиально эквивалентна задаче ЛИНЕЙ­
НОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ [251].

[ПС 38] ОРИЕНТИРОВАННЫЙ ДВУХПРОДУКТОВЫИ 
ЦЕЛОЧИСЛЕННЫЙ ПОТОК

УСЛОВИЕ. Заданы ориентированный граф G =  (K, А) с выде­
ленными вершинами si, $2, t\ и tz, пропускная способность 
c(h) g Z+ каждой дуги а е А, потребности R\, S je Z + .  
ВОПРОС. Существуют ли такие две потоковые функции f u /2: 
A - + Z q , ч то

( 1 ) /i (о) +  f2 (а) с (а) для всех а е  А;
(2 ) поток /,• ( г 'е { 1 , 2 }) сохраняется во всех вершинах о г  

е  V \ { s it ZJ;
(3) для i s {1 , 2 } поток fi, втекающий в вершину U, не мень­

ше R&

Источник [114]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.

Комментарий. Задача остается NP-полной даже в том случае, 
если с ( а ) = 1  для всех а е А  и Ri =  l. Вариант задачи, в ко­
тором si =  $2 , t\ =  t<i и по дугам может передаваться только 
один конкретный продукт (для каждой дуги свой), также яв­
ляется NP-полным (это следует из работы [114]). Аналогичная 
М -продуктовая задача с нецелочисленными потоками при всех 
М ^  2 полиномиально эквивалентна задаче ЛИНЕЙНОЕ ПРО­
ГРАММИРОВАНИЕ [251].

[ПС 39] НЕОРИЕНТИРОВАННЫЙ ДВУХПРОДУКТОВЫЙ 
ЦЕЛОЧИСЛЕННЫЙ ПОТОК

УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V, Е) с выделенными верши­
нами Si, 5 г, ti и ti, пропускная способность c (« )s Z +  каждой 
дуги е е £ ,  потребности Ru R2 е  Z+.
ВОПРОС. Существуют ли такие две потоковые функции
fi> h ' {(«» v)’ (°> и): {«. n}}->Z^, что выполняются следующие 
условия:
( 1 ) для любого {и, и } е £  и i e { l , 2 } либо f i ( (u,v))  =  0 , либо 

f , ( (v,u))  =  0 ;
(2) для всех (ы, о} е  Е выполнено соотношение max{fi((u, v)), 

f i((o, и))} +  т а х { /2 ((ы, о)), f2 ((v, ц))}<с({и, о});
(3) поток N ( / е { 1 , 2 }) сохраняется во всех вершинах v e

е  {St, tt};
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(4) для t 'e { l ,2 }  поток fi, втекающий в вершину ti, не мень­
ше

Источник [114]. К этой задаче сводится ОРИЕНТИРОВАН­
НЫЙ ДВУХПРОДУКТОВЫЙ ЦЕЛОЧИСЛЕННЫЙ ПОТОК.
Комментарий. Задача остается NP-полной даже в том случае, 
если с ( е )=  1 для всех е е £ .  Она разрешима за полиномиаль­
ное время, если с(е) четно для всех е е £ .  Аналогичная задача 
для нецелочисленных потоков может быть решена за полино­
миальное время.

[ПС 40] НЕПЕРЕСЕКАЮЩИЕСЯ СОЕДИНЯЮЩИЕ 
ПУТИ

УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V, Е) и набор непересекающих- 
ся пар вершин ( suh) ,  (s2, t 2), ■■■, (skJk) .
ВОПРОС. Верно ли, что в G содержится k путей, попарно не 
имеющих общих вершин и соединяющих s, и U (для всех i, 
1 ^  t <  k)  ?

Источник [269, 281, 366]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Для планарных графов задача остается NP-пол- 
ной [366]. Для любого фиксированного k ^ 2  сложность за­
дачи остается открытой, но для планарных или транзитивных 
графов при k =  2 задача разрешима за полиномиальное время 
[424]. (Для общей задачи при k =  2 полиномиальный алгоритм 
был анонсирован в работе [487].) Аналогичная задача для пла­
нарных или ациклических ориентированных графов G при k =  2 
разрешима за полиномиальное время, а для общих ориентиро­
ванных графов NP-полна [424].

[ПС 41] МАКСИМАЛЬНОЕ ЧИСЛО ОГРАНИЧЕННЫХ 
НЕПЕРЕСЕКАЮЩИХСЯ ПУТЕЙ

УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  {V, Е) с выделенными верши­
нами s и t, а также положительные целые числа J и K(J,K  ^
< \ v \ ) .
ВОПРОС. Верно ли, что в графе G содержится не менее J пу­
тей из s в t, попарно не имеющих общих вершин и включаю­
щих не более К ребер?
Источник [252]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Задача остается NP-полной для любого фикси­
рованного К ^  5. При К ^  4 она разрешима за полиномиаль­
ное время. Задача, в которой ищутся пути, не пересекающиеся 
только по ребрам, NP-полна при всех фиксированных К 5, 
она разрешима за полиномиальное время для К ^  3 и открыта 
для К — 4. Те же самые результаты имеют место и в том слу­
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чае, если граф и искомые пути ориентированы. Задача отыска­
ния максимального числа непересекающихся путей из s в / без 
ограничения на их длину стандартными потоковыми методами 
разрешается за полиномиальное время (как в случае путей, не 
пересекающихся по вершинам, так и в случае путей, не пересе­
кающихся по ребрам).

[ПС 42] МАКСИМАЛЬНОЕ ЧИСЛО
НЕПЕРЕСЕКАЮЩИХСЯ ПУТЕЙ 
ФИКСИРОВАННОЙ ДЛИНЫ

УСЛОВИЕ. Задан граф G =  (V, Е) с выделенными вершинами 
s и / и заданы положительные целые числа У и /((У, К ^  | У |). 
ВОПРОС. Верно ли, что в G содержится не менее У путей 
из s b /, попарно не пересекающихся по вершинам и включаю­
щих ровно К ребер?
Источник [252]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Задача остается NP-полной для всех К ^  4. При 
К ^  3 она разрешима за полиномиальное время. Аналогичная 
задача для путей, не пересекающихся по ребрам, NP-полна для 
любого фиксированного К ^  4, задача разрешима за полино­
миальное время при К ^  2  и открыта при К =  3. Эти же ре­
зультаты имеют место для ориентированных графов и путей, с 
той лишь разницей, что вариант задачи, в котором ищутся пути, 
не пересекающиеся по дугам, разрешается за полиномиальное 
время при К =  3 и открыт при К =  4.

А2.5. Разное

[ПС 43] КВАДРАТИЧНАЯ ЗАДАЧА О НАЗНАЧЕНИИ
УСЛОВИЕ. Заданы неотрицательные целочисленные стоимости 
с>7 , 1 ^  £, / ^  п, расстояния du, I ^  k, I ^  т, и граница B e Z 1-. 
ВОПРОС. Существует ли такое однозначное отображенш 
f : {1 , 2 , . . . ,  п}-*{ 1 , 2 , . . . ,  т ) , что

П П
Л  2  Cijdf о) f </) ^  В?i - i 1-1 

i+i

Источник [469]. К этой задаче сводится ГАМИЛЬТОНОВ 
ЦИКЛ.

Комментарий. Частный случай этой задачи, когда dki =  k — /, 
dj =  Cii и C i/e{0 , 1}, называется задачей ОПТИМАЛЬНОЕ 
ЛИНЕЙНОЕ УПОРЯДОЧЕНИЕ и является NP-полной. Общая 
задача обсуждается, например, в книге [161].
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[ПС 44] МИНИМИЗАЦИЯ ЧИСЛА ФИКТИВНЫХ РАБОТ 
В СЕТИ ПЕРТ

УСЛОВИЕ. Заданы ациклический граф G =  (V, А) (в котором 
вершины представляют задания, а дуги — ограничения пред­
шествования) и положительное целое число К ^ |У | .
ВОПРОС. Существует ли сеть типа ПЕРТ, соответствующая 
графу G и имеющая не более К фиктивных дуг? Иными сло­
вами, существует ли такой ориентированный ациклический 
граф G' =  (V', А )  (где V' =  {vf ,  v + : v t e=V} и {(of, v + : v t e  
е  s  Л'}), что \ А ' 1^1 У 1 + К и в G'  существует путь от о \ 
к v j  тогда и только тогда, когда в G существует путь от о,
К  О / ?

Источник [307]. К этой задаче сводится ВЕРШИННОЕ ПО­
КРЫТИЕ.

[ПС 45] ТРИАНГУЛЯЦИЯ С ОГРАНИЧЕНИЕМ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V,E) ,  координаты х(о), 
е Z каждой вершины в е К.
ВОПРОС. Существует ли такое подмножество Е ' s  Е, что мно­
жество прямолинейных отрезков {[(х(и), у (и)),  (x(v),  t/(t>))]}: 
: {и, v } ^ E '  на плоскости представляет собой триангуляцию 
множества точек {(х(о), ; ( в) ] : в е  У}?

Источник [359].

Комментарий. Задача является NP-полной в сильном смысле.

[ПС 46] ГРАФ ПЕРЕСЕЧЕНИЯ ОТРЕЗКОВ РЕШЕТКИ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G — (V, Е) и положительные целые 
числа М, N.
ВОПРОС. Верно ли, что G представляет собой граф пересече­
ния множества прямолинейных отрезков решетки M y . N f  
Иначе говоря, существует ли такое взаимно-однозначное ото­
бражение f множества вершин У в множество прямолинейных 
отрезков плоскости с концами (х , у) и (z, ш) (где l ^ x ^ z s ^ M ,  
1 ^  У w ^  N и либо x — z, либо y =  w),  что (и, о} е  Е 
тогда и только тогда, когда отрезки f(u) и f(v)  пересекаются?

Источник [168]. К этой задаче сводится З-РАЗБИЕНИЕ.

Комментарий. Аналогичная задача, в которой спрашивается: 
„Верно ли, что G представляет собой граф пересечения прямо­
угольников решетки М У .Ю "  также является NP-полной 
[168].
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[ПС 47] ВЛОЖЕНИЕ РЕБЕР В РЕШЕТКУ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G — ( V , E )  и положительные целые 
числа М и N.
ВОПРОС. Существует ли такое взаимно-однозначное отобра­
жение f: V-*- {1, 2, . . . ,  Af} X  {1, 2, . . . .  N}, что если {и, г ) е £ ,  
f(u) =  (xi , y t) и f ( v ) ~ ( x 2, y 2 ), то либо х\ =  ха, либо y i = y 2 
(т. е. f(u) и f{v) расположены на общей для них “линии” ре­
шетки) ?

Источник [168]. К этой задаче сводится З-РАЗБИЕНИЕ.

[ПС 48] ГЕОМЕТРИЧЕСКИ СВЯЗАННОЕ 
ДОМИНИРУЮЩЕЕ МНОЖЕСТВО

УСЛОВИЕ. Заданы множество точек на плоскости P s Z X Z ,  
положительные целые числа В и К.
ВОПРОС. Существует ли такое подмножество Р 's  Р, что 

каждая точка множества Р \ Р '  находится на евкли­
довом расстоянии, не превосходящем В, от некоторой точки мно­
жества Р'  и граф G =  (P 't Е) связен (в графе G две вершины 
соединены ребром тогда и только тогда, когда евклидово рас­
стояние между ними не превосходит В)?

Источник [344]. К этой задаче сводится ПЛАНАРНАЯ 3-ВЫП.

Комментарий. Задача остается NP-полной и в том случае, если 
евклидова метрика заменяется метрикой типа L\ или L 00 [152].

[ПС 49] МИНИМАЛЬНОЕ ВРЕМЯ ПЕРЕДАЧИ 
СООБЩЕНИЯ

УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V, Е), подмножество V0s V  и 
положительное целое число К.
ВОПРОС. Можно ли за время, не превосходящее К, “передать” 
сообщение от базисного множества Vo ко всем другим верши­
нам? Иначе говоря, существует ли такая последовательность 
Vo, Ei, Vi, Е2, . . . .  Ек, VK, что V*= V, £ / =  £ , V* =  V и для 
всех I, 1 ^  i ^  К, выполнены условия: (I) ровно один конец 
каждого ребра из множества Ei принадлежит множеству V/_i; 
(2 ) никакие два ребра из множества Ei не имеют общего конца 
и (3) V, =  V«-_i U {о: {и, о} <= Ei}t
Источник [152]. К этой задаче сводится 3-С, Дальнейшие све­
дения об этой задаче можно найти в работе [ 1 2 1 ].
Комментарий. При любом фиксированном К  ^  4 задача ЛФ-пол- 
на, а при К =  1 решается за полиномиальное время с помощью 
метода паросочетаний. В случае когда | Vo| =  1, задача остается
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NP-полной, но если G — дерево, то она разрешима за полино­
миальное время [83].

[ПС 50] МИНИМАКСНОЕ МНОЖЕСТВО ЦЕНТРОВ
УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (У, Е), вес го (v) е  Z t  каждой вер­
шины s e F ,  длина f (e )e Z o  каждого ребра е е £ ,  положи­
тельное целое число |У | и положительное рациональное
число В.
ВОПРОС. Существует ли такое множество Р мощности К, “со­
стоящее из точек на G” (точкой на G называется либо вершина 
графа G, либо точка на ребре е е £ ,  где е рассматривается как 
прямолинейный отрезок длины 1(e)), что если d(v)— длина 
кратчайшего пути от вершины v до ближайшей к ней точке из 
Р, то шах {d(y) ■w(v ):
Источник [278]. К этой задаче сводится ДОМИНИРУЮЩЕЕ 
МНОЖЕСТВО.
Комментарий. Эта задача известна также под названием задачи 
о “р-центрах”. Задача остается NP-полной и тогда, когда 
щ)(ц)= 1 для всех d e V и 1(e) =  1 для всех е е £ .  Для любого 
фиксированного К и для произвольного К при условии, что 
G — дерево, задача разрешима за полиномиальное время [278]. 
Вариант этой задачи, в котором Р — подмножество вершин, так­
же NP-полон, но если К фиксировано или G — дерево, то раз­
решим за полиномиальное время [493].

[ПС 51] МНОЖЕСТВО ЦЕНТРОВ С МИНИМАЛЬНОЙ 
СУММОЙ

УСЛОВИЕ. Заданы граф G — (V, Е), вес w ( v ) ^ Z o  каждой вер­
шины с е У ,  длина 1(e) е  каждого ребра е е £ ,  положи­
тельное целое число /С ^ |У | и положительное рациональное 
число В.
ВОПРОС. Существует ли такое множество Р, состоящее из К 
“точек на G”, что если d(v)— длина кратчайшего пути от v до 
ближайшей к ней точки из Р, то X  d(v) ■ w(v) ^ В ?

о е  V

Источник [279]. К этой задаче сводится ДОМИНИРУЮЩЕЕ 
МНОЖЕСТВО.
Комментарий. Эта задача известна также под названием за­
дачи о “р-медиане’’. Можно показать, что условие P s V  не 
ограничивает общности задачи. Задача остается NP-полной, 
если w ( v ) =  1 для всех н е  V и 1(e)— 1 для всех с.' е £ .  Если 
К фиксировано или если К произвольно, a G — дерево, то за­
дача разрешима за полиномиальное время.
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АЗ. МНОЖЕСТВА И РАЗБИЕНИЯ 

А3.1. Покрытие, представители и расщепление

[МР 1] ТРЕХМЕРНОЕ СОЧЕТАНИЕ (3-С)
УСЛОВИЕ. Задано подмножество М £  f -X ^  X  У (где W, X, 
Y — непересекающиеся множества, содержащие по q элементов). 
ВОПРОС. Верно ли, что в М содержится 3-сочетание? Иными 
словами, существует ли такое подмножество AT =  М, что |ЛР| =  
=  q и никакие два элемента не имеют ни одной одинаковой 
координаты?
Источник [280]. К этой задаче сводится 3-ВЫП (см. разд. 3.1.2).
Комментарий. Задача остается NP-полной и в том случае, если 
М “совместимо по парам”, т. е. для любых элементов а, Ь и с 
имеет место свойство: если существуют такие элементы до, х  и у, 
что (а, Ь, «/) е  М, (а, х, с) е  Af и (до, b, с) е  А1, то (а, Ь, с ) ^ М  
(это утверждение следует из доказательства теоремы 3.1.2). За­
дача остается NP-полной и тогда, когда ни один элемент не 
входит более чем в три тройки, однако если нет элементов, со­
держащихся более чем в двух тройках, то задача разрешима 
за полиномиальное время [152]. Близкая задача ПАРОСОЧЕ- 
ТАНИЕ (в которой М =  W X  X) также разрешима за полино­
миальное время (см., например, [324]).

[МР 2] ТОЧНОЕ ПОКРЫТИЕ 3-МНОЖЕСТВАМИ (ТП-3)
УСЛОВИЕ. Заданы множество А* (такое, что |А | =  3 <7), набор 
С подмножеств множества X, содержащих по 3 элемента. 
ВОПРОС. Верно ли, что С содержит точное покрытие множе­
ства X, т. е. такой поднабор С 's  С, что любой элемент из X 
принадлежит ровно одному подмножеству семейства С'?
Источник [280]. К этой задаче сводится 3-С.
Комментарий. Задача остается NP-полной и тогда, когда ни 
один элемент из X не принадлежит более чем трем подмножест­
вам семейства С, но если ни один элемент не принадлежит более 
чем двум подмножествам семейства С, то задача разрешима 
за полиномиальное время [152]. Близкая задача ТОЧНОЕ ПО­
КРЫТИЕ 2-МНОЖЕСТВАМИ также разрешима за полино­
миальное время (с помощью метода паросочетаний).

[МР 3 ]УПАКОВКА МНОЖЕСТВ
УСЛОВИЕ. Заданы набор С конечных множеств, положитель­
ное число К ^  | С |.
ВОПРОС. Верно ли, что множество С содержит но крайней 
мере К неиересекающихся множеств?
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Источник [280]. К этой задаче сводится ТП-3.
Комментарий. Задача остается NP-полной, даже если | с | ^ 3  
для всех с е  С. С помощью метода паросочетаний задача ре­
шается за полиномиальное время, когда | с | ^ 2  для всех с е  С.

[МР 4] РАСЩЕПЛЕНИЕ МНОЖЕСТВА
УСЛОВИЕ. Задан набор С подмножеств множества 5. 
ВОПРОС. Существует ли такое разбиение множества 5 на два 
подмножества, что ни одно подмножество из С не содержится 
целиком ни в Si, ни в S2?
Источник [360]. К этой задаче сводится 3-ВЫП ПРИ РАЗ­
ЛИЧНЫХ ЛИТЕРАЛАХ. Эта задача известна также под на­
званием РАСКРАШИВАЕМОСТЬ ГИПЕРГРАФА В ДВА 
ЦВЕТА.
Комментарий. Задача остается NP-полной, даже когда | с | ^ 3  
для всех с е  С. Если | с | ^ 2  для всех с е  С, (такая задача 
называется РАСКРАШИВАЕМОСТЬ ГРАФА В ДВА ЦВЕТА), 
то задача разрешима за полиномиальное время.
[МР 5] МИНИМАЛЬНОЕ ПОКРЫТИЕ
УСЛОВИЕ. Заданы набор С подмножеств конечного множества 
S, положительное целое число К  ^  | С \.
ВОПРОС. Верно ли, что С содержит покрытие мощности не 
более Ю  Иными словами, существует ли такое подмножество 
C 's C ,  что и любой элемент из S принадлежит по
крайней мере одному подмножеству из С'?
Источник [280]. К этой задаче сводится ТП-3.
Комментарий. Задача остается N P-полной даже тогда, когда 
| с | ^ 3  для всех с е  С. С помощью метода паросочетаний за­
дача решается за полиномиальное время, если |с | ^ 2  для всех 
с е  С.
[МР 6] МИНИМАЛЬНОЕ МНОЖЕСТВО ТЕСТОВ
УСЛОВИЕ. Заданы набор С подмножеств конечного множества 
S и положительное целое число К ^  | С | .
ВОПРОС. Существует ли такой поднабор С' е  С, что I C 'I ^ K  
и для каждой пары различных элементов u, и е С  существует 
тест С е  С', содержащий ровно один из них?
Источник [152]. К этой задаче сводится 3-С.
Комментарий. Задача остается NP-полной, если | с | ^ 3  для 
любого с е  С 1). Вариант этой задачи, когда С' может содер-

’) Дж. К. Ленстра указал нам, что эта задача остается 1ЧР->юлной даже 
в том случае, когда |с | ^  2 для любого с а  С — Дополнение авторов.
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жать не только множества из С, но и их объединения, также 
NP-полон [247].

[МР 7] БАЗИС СЕМЕЙСТВА МНОЖЕСТВ
УСЛОВИЕ. Заданы набор С подмножеств конечного множества 
S и положительное целое число К < ; |С |.
ВОПРОС. Существует ли такой набор В подмножеств мно­
жества S, что |Я | =  /С и для каждого подмножества с е  С в В 
существует такой поднабор, что объединение множеств этого 
поднабора совпадает с с?

Источник [499]. К этой задаче сводится ВЕРШИННОЕ ПО­
КРЫТИЕ.
Комментарий. Задача NP-полна, если | с | ^  3 для любого с е  С, 
и становится тривиальной, если | с | ^ 2  для каждого с е  С.

[МР 8] МНОЖЕСТВО ПРЕДСТАВИТЕЛЕЙ
УСЛОВИЕ. Заданы набор С подмножеств конечного множества 
S и положительное целое число К ^  |S |.
ВОПРОС. Существует ли такое подмножество S ' =  S, что 
| S ' | <  К и S ' содержит по крайней мере один элемент каждого 
подмножества из С?
Источник [280]. К этой задаче сводится ВЕРШИННОЕ ПО­
КРЫТИЕ.
Комментарий. Задача остается NP-полной даже в том случае, 
если | с| ^  2 для всех с е  С.

[МР 9] МОДЕЛЬ ПЕРЕСЕЧЕНИЯ МНОЖЕСТВ
УСЛОВИЕ. Задана матрица А =  (ац) порядка л Х «  с элемен­
тами из Z*.
ВОПРОС. Существует ли такой набор множеств С =  {Сь С2, . . .  
. . . .  С„}, что для всех t, / ( 1  ^  i, / ^  п) имеет место равенство 
ац =  jC .nC /j?
Источник [77]. К этой задаче сводится РАСКРАШИВАЕ- 
МОСТЬ ГРАФА В ТРИ ЦВЕТА.

Комментарий. Задача остается NP-полной даже тогда, когда 
ац —  3 для всех t, 1 ^  i ^  m (и следовательно, все множества 
Ci имеют мощность, равную 3). Если а« =  2, то задача экви­
валентна задаче о распознавании реберного графа и, следова­
тельно, разрешима за полиномиальное время (см., например, 
[196]).
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[МР 10] СРАВНИТЕЛЬНОЕ СОДЕРЖАНИЕ
УСЛОВИЕ. Заданы два набора R =  {R\, R2, . . . .  Rk} и S =  
=  {Si, S2, . . . .  5;} подмножеств конечного множества X и для 
всех /  и j (1 ^  i ^  k, 1 ^  ^  /) веса w (/?,), ш (5 /)е  Z+. 
ВОПРОС. Существует ли такое подмножество Y ^  X, что

X  w(R{) >  X ш(5/)?
У е= « ,  V e S ;

Источник [429]. К этой задаче сводится ВЕРШИННОЕ ПО­
КРЫТИЕ.
Комментарий. Задача остается NP-полной даже в том случае, 
если все подмножества из наборов R и S имеют веса, равные 1 
[152].

[МР 11] ПЕРЕСЕЧЕНИЕ ТРЕХ МАТРОИДОВ
УСЛОВИЕ. Заданы три матроида: (£, F1 ), (£, F2), (£, Fz) и 
положительное целое число К ^ |Е | .  (Матроидом (Е, F) на­
зывается множество элементов Е и такое непустое семейство F 
подмножеств множества Е, что выполнено два условия: (1) если 
S e f ,  то и любое подмножество множества S принадлежит F, 
и (2) если для двух множеств S, S ' g  F выполнено соотношение 
|S | =  |S '|-[- 1, то найдется такой элемент e e S \ S ' ,  что 
(S'U{e})e=E.)
ВОПРОС. Существует ли такое подмножество Е ' s  Е, что 
|£ ' |  =  *  и Е 'е= Е ,П Е 2 ПЕз?
Источник. К этой задаче сводится 3-С.
Комментарий. Аналогичная задача ПЕРЕСЕЧЕНИЕ ДВУХ 
МАТРОИДОВ может быть решена за полиномиальное время 
даже в том случае, если матроиды заданы посредством поли­
номиальных алгоритмов, распознающих его составляющие. При 
этом можно допустить даже, чтобы элементы е е £  имели веса 
&y(e)eZ+, а цель заключается в отыскании такого множества 
Е1 ^  Fif\ F2, ч т о  его вес максимально возможный (см., напри­
мер, [324]).

А3.2. Задачи о множествах с взвешенными элементами 
[МР 12] РАЗБИЕНИЕ
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество А и размеры s ( a ) e Z +  
всех элементов а е А
ВОПРОС. Существует ли такое подмножество A' s  А, что 

X  s ( a ) =  X  s(a)7
с е  Л '  а е  Л \ Л '  -

Источник [280]. К этой задаче сводится 3-С (см. разд. 3.1.5).
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Комментарий. Задача остается NP-полной даже в том случае, 
если потребовать, чтобы | А'| =  | /4|/2, или если задано упоря­
дочение ai, a 2, . . . .  a2n элементов множества А и требуется, 
чтобы А' содержало ровно один элемент из каждой пары 
a 2i-i, 0 2 i (1 Все эти задачи, однако, могут быть ре­
шены методом динамического программирования за псевдопо- 
линомиальное время (см. разд. 4.2).

[МР 13] СУММА РАЗМЕРОВ
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество А, размеры s(a ) =  Z+ 
всех элементов а е  А и положительное целое число В. 
ВОПРОС. Существует ли такое подмножество А' =  А, что 
сумма размеров его элементов равна В?
Источник [280]. К этой задаче сводится РАЗБИЕНИЕ.

Комментарий. Задача разрешима за псевдополиномиальное 
время (см. разд. 4.2).

[МР 14] ПРОИЗВЕДЕНИЕ РАЗМЕРОВ
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество А, размеры s ( f l ) e Z + 
всех элементов а е  А и положительное целое число В. 
ВОПРОС. Существует ли такое подмножество А' £  А, что про­
изведение размеров его элементов равно В?
Источник [538]. К этой задаче сводится ТП-3.
Комментарий'). Задача разрешима за псевдополиномиальное 
время от | А |, max{s(a): а е  А). .

[МР 15] З-РАЗБИЕНИЕ
УСЛОВИЕ. Заданы множество А, состоящее из 3m элементов, 
граница B e  Z+ и такие размеры s ( a ) e Z + всех элементов 
а е  А, что В/4 <  s(a)  <  В/2 и X  s ( a ) = m B.

os Л
ВОПРОС. Можно ли множество А так разбить на тп непересе- 
кающихся подмножеств А\, А2, Ат , что для любого i 
( l s g l /s ^ m )  выполнено соотношение X  s(a) =  B (заметим,

что каждое множество А, должно содержать ровно три эле­
мента)?
Источник [145]. К этой задаче сводится 3-С (см. разд. 4.2). 

Комментарий. Задача NP-полна в сильном смысле.

') На неточность в комментарии к этой задаче, допущенную в первом 
издании, указал нам Т. Ибараки. — Дополнение авторов.
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[МР 16] ТРЕХМЕРНОЕ СОЧЕТАНИЕ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ 
ПО ВЕСУ

УСЛОВИЕ. Заданы непересекающиеся множества W, X и У, со­
держащие по т элементов каждое, размер s ( a ) e Z +  каждого 
элемента a ^ W \ J X \ J Y  и граница В е  Z+.
ВОПРОС. Можно ли множество №11-^11 У так разбить на т 
непересекающихся множеств А\, А2 . . . ,  Ат, что каждое At со­
держит по одному элементу из каждого множества W, X и У и 
для всех i ( 1  ^  m) выполнены соотношения

£  s{a) =  B t
a t s A {

Источник [152]. К этой задаче сводится 3-С (см. доказатель­
ство теоремы 4.4).
Комментарий. Задача NP-полна в сильном смысле.

[МР 17] ПАРОСОЧЕТАНИЕ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ ПО ВЕСУ
УСЛОВИЕ. Заданы непересекающиеся множества X и У, каж­
дое из которых содержит m элементов, размеры s ( a ) e Z + всех 
элементов а е Х и У  и вектор ограничений <fli, В2, . . . ,  Вт > 
с положительными целыми координатами.
ВОПРОС. Можно ли множество X (J У так разбить на т непере­
секающихся множеств Ai, А2, . . . ,  Ат, каждое из которых со­
держит по одному элементу из X и У, что X  s (° )е  дляае=А{
всех i ( 1  ^  ^  m) ?
Источник. К этой задаче сводится ТРЕХМЕРНОЕ СОЧЕТА­
НИЕ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ ПО ВЕСУ.
Комментарий. Задача NP-полна в сильном смысле, но разре­
шима за полиномиальное время, если В\ =  В2 =  . . .  =  Вт.

[МР 18] МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОЖИДАНИЕ СУММЫ 
КОМПОНЕНТ

УСЛОВИЕ. Заданы набор С m-мерных векторов ц =  (и1, v2, . . .  
. . . ,  vm) с целыми неотрицательными координатами, положи­
тельные целые числа К и В.
ВОПРОС. Можно ли так разбить С на непересекающиеся под­
множества С\, С2, . . . ,  С/с, что

Источник [152]. К этой задаче сводится ТП-3. Эта задача была 
предложена в работе [534] и соответствует задаче об отыскании
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разбиения, максимизирующего математическое ожидание наи­
большей из сумм компонент в предположении, что все мно­
жества разбиения равновероятны.
Комментарий. Задача NP-полна даже тогда, когда все компо­
ненты векторов есть 0 или 1. Разрешима за полиномиальное 
время, если К фиксировано. Вариант этой задачи, в котором 
ищется разбиение на К непустых множеств, дающее сумму не 
более В, является NP-полным и тогда, когда К  =  3 и все ком­
поненты векторов есть 0  или 1 .

[МР 19] МИНИМУМ СУММЫ КВАДРАТОВ
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество А, размер s ( a ) s Z +  
каждого элемента а е Д  положительные целые числа i t  и У 
( * < М 1 ).
ВОПРОС. Можно ли множество А так разбить на К непересе- 
кающихся множеств Аи А2, . . . .  Ак, что

£ (  Е  * (« )? < '?
i - \ \ a a A { )

Источник. К этой задаче сводится РАЗБИЕНИЕ или З-РАЗ- 
БИЕНИЕ.
Комментарий. Задача NP-полна в сильном смысле. Она NP- 
полна в обычном смысле и разрешима за псевдополиномиаль- 
ное время при любом фиксированном К. Варианты этой задачи, 
в которых ограничение числа множеств К заменяется либо огра­
ничением на максимальную мощность множеств, либо ограни­
чением на максимум общего размера множеств, также NP-пол- 
ны в сильном смысле [535]. Во всех случаях NP-полнота 
задачи сохраняется при замене показателя 2  на любое рацио­
нальное число a  >  1 .

[МР 20] К-е ПО ПОРЯДКУ ПОДМНОЖЕСТВО (*)
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество А, размер s ( a ) e Z +  
каждого элемента а е Д  положительные целые числа К  и В. 
ВОПРОС. Верно ли, что существует не менее К различных под­
множеств А' =  А, сумма размеров элементов которых не пре­
восходит В?
Источник [260]. К этой задаче сводится СУММА РАЗМЕРОВ.
Комментарий. Принадлежность этой задачи классу NP не уста­
новлена. Задача разрешима за псевдополиномиальное время 
(за время, ограниченное полиномом от К, |А | и In 2 s (а)) [322]. 
Соответствующая задача перечисления КР-полна.
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[МР 2 1 ] ВЕКТОР к - й  ПО ВЕЛИЧИНЕ (*)
УСЛОВИЕ. Заданы подмножества Xlt Х2, . . . ,  Хт £  Z+, размер 
5 (х) е  Z+ каждого элемента j t e X i  (1 ^  i ^  т) и положитель­
ные целые числа К, В.
ВОПРОС. Верно ли, что существует не менее К различных 
m-мерных векторов (хи х2, . . . .  хт) ^  Х х Х ^ г Х  . . .  Х Х т, та-

т

К И Х ,  Ч Т О  £  S  (х i) ^  В ?  
i - 1

Источник [261]. К этой задаче сводится РАЗБИЕНИЕ.
Комментарий. Принадлежность этой задачи классу NP не из­
вестна. Задача разрешима за полиномиальное время при фик­
сированном К, а в общем случае разрешима за псевдополино- 
миальное время (время, ограниченное полиномом от К, £ |Х г | 
и ln £ s (* ) ) .  Соответствующая задача перечисления КР-полна.

А4. ХРАНЕНИЕ И ПОИСК ДАННЫХ 

А4.1. Хранение данных 

[ХП 1] УПАКОВКА В КОНТЕЙНЕРЫ
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество U предметов, размер 
s ( u ) g Z + каждого предмета u ^ U ,  положительное целое число 
В — вместимость контейнера, положительное целое число К. 
ВОПРОС. Существует ли такое разбиение множества U на не- 
пересекающиеся подмножества U\, U2, . . . ,  Uk, ч т о  сумма раз­
меров предметов из каждого подмножества щ не превосходит В?
Источник К этой задаче сводятся РАЗБИЕНИЕ И З-РАЗБИЕ- 
НИЕ.
Комментарий. Задача NP-полна в сильном смысле. Для каж­
дого фиксированного К ^  2 она NP-полна и разрешима за 
псевдополиномиальное время. Методом полного перебора при 
любом фиксированном В задача решается за полиномиальное 
время.

[ХП 2] ДИНАМИЧЕСКОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПАМЯТИ
УСЛОВИЕ. Заданы множество элементов данных А, размер 
s ( s ) e Z + каждого элемента данных а е Д  время поступления 
r ( a ) e Z 0+ и время d ( a ) e Z + окончания работы с элементом 
данных а е Д  положительное целое число D — размер области 
памяти.
ВОПРОС. Существует ли для множества элементов данных А 
допустимое распределение памяти? Иначе говоря, существует
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ли такая функция о: А->~ {1, 2.........D), что для каждого эле­
мента а е  А интервал

Г (а) =  [а (а), <т(а) +  « (а)— 1 ]

содержится в [1. D], причем для любых а, а ' ^ А ,  если мно­
жество /(а)П  / (а') не пусто, то либо d(a) ^  г (а ') , либо d(a') ^  
^  г(а)?
Источник [501]. К этой задаче сводится З-РАЗБИЕНИЕ.
Комментарий. Задача NP-полна в сильном смысле даже в том 
случае, если s ( a ) e  {1, 2} для всех a s  А Если размеры всех 
элементов данных одинаковы, то задача решается за полино­
миальное время алгоритмами раскраски интервальных графов 
(см., например, [163]).

[ХП 3] МИНИМИЗАЦИЯ ПАМЯТИ ДЛЯ СТРУКТУРЫ 
ДАННЫХ «PRUNED TRIE»1)

УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество S, семейство F функ­
ций вида /: S-»-Z+ и положительное целое число К.
ВОПРОС. Существует ли такая последовательность f\ 5 -» -Z +  
различных функций из F, что для каждой пары элементов 
a, J g S существует такое i ( l ^ t ^ m ) ,  что fi(a)=£fi(b) и
m

(где N (г)— число различных i-мерных векторов
«—1
X =  (*i, *2, . . . ,  Xi), для которых имеются по крайней мере 2  
элемента c u d ,  такие, что (fi(c), fi(c), . . . .  fi(c)) =  (f\(d), 
f i (d ) .........fdd))  =  X))?
Источник [87]. К этой задаче сводится 3-С.
Комментарий. Задача остается NP-полной и тогда, когда все 
[ e F  принимают значения в множестве {0, 1}. Варианты за­
дачи, возникающие при замене структуры данных “pruned trie” 
структурой данных “full trie”, “collapsed trie” или “pruned 
0-trie”, также NP-полны. Близкая задача “минимизация вре­
мени доступа” также NP-полна для задачи со структурой дан­
ных pruned trie, в которой ищется последовательность <fi, /2,
. . . .  f„> функций из F, различающих (как и выше) любые два 
элемента из S, и обладающая тем свойством, что £  Z, ( а )<  К,aeS
(где время доступа L(a) к элементу a e S  определяется как 
наименьшее из таких /, для которых не существует такого

■) Термин “trie” восходит к работе Е. Fredkin "Trie memory". Comm, of 
the ACM, 1960, 3, 9, и происходит, по-видимому, от слова reTRIEval. — Прим, 
ред.
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элемента 6 e S ,  что последовательность (fi[b), f2(b)........fi{b))
совпадает с f2(a), . . . .  fi{a))) .

[ХП 4] ОЖИДАЕМАЯ СТОИМОСТЬ ПОИСКА
УСЛОВИЕ. Заданы множество R записей, рациональное число 
р (г )е [0 , 1] — вероятность обращения к записи г е / ?  (причем 
X  р(г)=1), число сегментов т и положительное целое число К.reR

ВОПРОС. Существует ли разбиение множества R на такие не- 
пересекающиеся подмножества Ri, R2, Rm, что сумма по 
всем упорядоченным парам i, j ( l s ^ i ,  j ^  m) величин p(Ri)-
• p(Ri) -d{i, j) не превосходит К (где p(R {) =  £  Р И  и стои­те н1
мость перехода d(i, j ) равна /  — i — 1, если 1 ^  i <  /  ^  т, и 
равна т — i +  / — 1, если 1 ^  j ^  i ^  т ) ?

Источник [84]. К этой задаче сводятся РАЗБИЕНИЕ и З-РАЗ- 
БИЕНИЕ.

Комментарий. Задача NP-полна в сильном смысле. Для каж­
дого фиксированного m  ^  2 она NP-полна и разрешима за 
псевдополиномиальное время.

[ХП 5] ОРГАНИЗАЦИЯ ПАМЯТИ В ВИДЕ КОРНЕВОГО 
ДЕРЕВА

УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество X, набор С =  
=  {Xi,X2, . . . ,  Х„} подмножеств множества X, положительное 
целое число К.
ВОПРОС. Существует ли такой набор С =  {Х\, Х2........ Х'п}
подмножеств множества X, что X i^ X i  при всех i ( l ^ t ^ n ) ,
П
£  | X't — и существует ориентированное корневое
(-1
дерево Т(х, А), в котором элементы каждого из подмножеств 
X i, образуют ориентированный путь?

Источник [168]. К этой задаче сводится ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 
В ВИДЕ КОРНЕВОГО ДЕРЕВА.

[ХП 6] РАЗМЕЩЕНИЕ ФАЙЛА С ДУБЛИРОВАНИЕМ
УСЛОВИЕ. Задан граф G =  (V, £ ),для  каждой вершины v e l '  
заданы количество обращений ы(» )e Z +  и стоимость запоми­
нания s (о) е  Z+, а также положительное целое число К■ 
ВОПРОС. Существует ли такое подмножество V  s  У, что

£  s(i>)+ Е  rf(o )-« (n )< /C ?
e u V  в в  У
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(Здесь d(v) означает число ребер кратчайшего пути в G, от v 
до множества V.)
Источник [529]. К данной задаче сводится ВЕРШИННОЕ 
ПОКРЫТИЕ.
Комментарий. Задача NP-полна в сильном смысле даже в том 
случае, когда все вершины v е  V имеют одинаковые величины 
u(v) и одинаковые величины s(i>).

[ХП 7 ]  В Ы Б О Р  П Р О П У С К Н Ы Х  С П О С О Б Н О С Т Е Й
УСЛОВИЕ. Заданы множество С линий связи, множество про­
пускных способностей М г  Z+, функция стоимости g: СУ.М -»-Z+, 
функция d: Су>М-*-Х+ штрафа за задержку, такие, что для 
всех с е  С и i <  /, t, j s M  выполнены неравенства g (c , i )sS 
< g ( c , j )  и d(c, /) ^  d (c ,}), а также заданы положительные 
целые числа К и /.
ВОПРОС. Существует ли такой выбор пропускных способно­
стей а: С-*-М, что общая стоимость ][] g  (с, а (с)) не превосхо-

с е С
дит К, а общий штраф за задержку 2 d(c,o(c))  не превосхо­
дит /?
Источник [529]. К этой задаче сводится СУММА РАЗМЕРОВ.
Комментарий. Задача разрешима за псевдополиномиальное 
время.

А 4 . 2 .  С ж а т и е  и п р е д с т а в л е н и е  и н ф о р м а ц и и

[ХП 8 ] К Р А Т Ч А Й Ш А Я  О Б Щ А Я  
Н А Д П О С Л Е Д О В А Т Е Л Ь Н О С Т Ь
УСЛОВИЕ. Заданы конечный алфавит Е, конечное множество 
R слов в алфавите Е и положительное целое число К. 
ВОПРОС. Существует ли такое слово w е  2*. что и
каждое слово х е  R есть подпоследовательность слова ш 
( т .  е. w = w 0xiw1x2w2 . . .  xkWk, где ш ,еЕ ф, а * = * :, х2.........**?
Источник [371]. К этой задаче сводится ВЕРШИННОЕ ПО­
КРЫТИЕ.
Комментарий. Задача остается NP-полной даже тогда, когда 
|2 |  =  2. Если |/? | =  2, то она решается за полиномиальное вре­
мя (для чего вначале вычисляется наибольшая общая подпо­
следовательность). То же самое верно, если | х | ^ 2  для всех 
*<=/?.

[ХП 9] К Р А Т Ч А Й Ш Е Е  О Б Щ Е Е  « Н А Д С Л О В О »
УСЛОВИЕ. Заданы конечный алфавит Е, конечное множество 
R слов из 2* и положительное целое число К.
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ВОПРОС. Существует ли такое слово w е  2*, что ]да|=~^К и 
любое слово x e J ?  есть подслово w, т. е. w =  wqxw\, где 
Wi ё Г ?
Источник [372]. К этой задаче сводится ВЕРШИННОЕ ПО­
КРЫТИЕ для кубических графов.
Комментарий. Задача остается NP-полной и в том случае, если 
| 2 | =  2 или если | х | ^  8 для всех слов х ^  R и все слова из R 
не содержат повторяющихся символов. Когда j x | ^ 2  для всех 
х е / ? ,  то задача разрешима за полиномиальное время.

[ХП 10] О Б Щ А Я  П О Д П О С Л Е Д О В А Т Е Л Ь Н О С Т Ь  
Н А И Б О Л Ь Ш Е Й  д л и н ы

УСЛОВИЕ. Заданы конечный алфавит 2, конечное множество 
R слов из 2* и положительное целое число К- 
ВОПРОС. Существует ли такое слово w е  2*, что \w \~^ К и 
w — подпоследовательность каждого слова из /??
Источник [371]. К этой задаче сводится ВЕРШИННОЕ ПО­
КРЫТИЕ.
Комментарий. Задача остается NP-полной даже тогда, когда 
12 1 =  2. Если К или |Я1 фиксировано, то задача решается за 
полиномиальное время (методом динамического программиро­
вания (см., например, [531]). Аналогичная задача ОБЩЕЕ 
ПОДСЛОВО НАИБОЛЬШЕЙ ДЛИНЫ тривиально решается 
за полиномиальное время.

[ХП 1 1 ]  О Г Р А Н И Ч Е Н Н О Е  С О О Т В Е Т С Т В И Е  С О О Б Щ Е Н И И
УСЛОВИЕ. Заданы конечный алфавит 2, две последователь, 
ности a = ( a i ,  0 2 , . . . ,  a„) и b =  (bi,b2, . . . ,  b„) слов из 2* и 
положительное целое число К ^  п.
ВОПРОС. Существует ли такая последовательность ii, i2........ /*,
состоящая из k, k е  К (не обязательно различных), целых чи­
сел из отрезка [1,/г], что слова a^, a t-2, . . . ,  aik и bilt bi2, . ..»  bik 
совпадают?
Источник [88]. Общая сводимость1).
Комментарий. Если на k не наложено верхнее ограничение, то 
задача неразрешима (см., например, [215]).

[ХП 12] П Р Е Д С Т А В Л Я Ю Щ Е Е  С Л О В О
УСЛОВИЕ. Задано конечное множество А слов в алфавите 
(О, !,«■}, имеющих длину, равную п.

') Имеется в виду сводимость, описанная при доказательстве теоремы 
Кука. — Прим. ред.
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ВОПРОС. Существует ли такое слово х е { 0 , 1}*, что \х\ =  п и 
для каждого слова а е Д  найдется такое i, 1 ^  i ^  п, что в сло­
вах х  и a t-e символы совпадают?

Источник [120]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.

[ХП 13] С Ж А Т И Е  Р А З Р Е Ж Е Н Н О Й  М А Т Р И Ц Ы
УСЛОВИЕ. Заданы (m X  п)-матрица А с элементами а,, е  
е { 0 , 1), 1 ^  i ^  ш, 1 ^  у ^  п, и положительное целое число 
К  ^  tnn.
ВОПРОС. Существует ли такая последовательность {bh &2, 

bn+к), состоящая из целых чисел bt, l ^ b i ^ m ,  и такая 
функция s: {1,2, . . . ,  т}-»-{1,2, . . . ,  /С}, что для всех i и / 
(1 ^  i ^  m, 1 ^  п) а , /=  1 тогда и только тогда, когда
*s(0+/ =
Источник [116]. К этой задаче сводится РАСКРАШИВАЕ- 
МОСТЬ ГРАФА В 3 ЦВЕТА.
Комментарий. Задача остается NP-полной при К =  3.

[ХП 1 4 ]  П О Д М А Т Р И Ц А  С О  С В О Й С Т В О М  С В Я З А Н Н О С Т И
УСЛОВИЕ. Заданы (m X  л) -матрица А с элементами 0 и 1 и 
положительное целое число К-
ВОПРОС. Существует ли в матрице А подматрица В порядка 
гпУ. К, обладающая свойством “связности единиц" (т. е. под­
матрица В, столбцы которой можно так переставить, что в 
каждой строке все единицы идут подряд) ?
Источник [51]. К этой задаче сводится ГАМИЛЬТОНОВ ПУТЬ.
Комментарий. Вариант этой задачи, в котором ищется подмат­
рица В, обладающая свойством “циклической связности”, т. е. 
подматрица, столбцы которой можно переставить так, что в 
каждой строке либо все единицы, либо все нули идут подряд, 
также NP-полон. Обе задачи могут быть решены за полино­
миальное время, если К =  п (т. е. если спрашивается: “Верно 
ли, что нужным свойством обладает сама матрица А?”). См., 
например, [132, 54].

[ХП 15] Р А З Б И Е Н И Е  Н А  П О Д М А Т Р И Ц Ы  С О  С В О Й С Т В О М
связности

УСЛОВИЕ. Задана (0 — 1)-матрица А порядка ш Х л .
ВОПРОС. Можно ли так разбить строки матрицы на две под­
группы, чтобы получившиеся в результате матрицы порядков 
mi X  п и т 2 X  п (mi +  m2 =  m) обладали свойством связности 
единиц?
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Источник [352]. К этой задаче сводится ГАМИЛЬТОНОВ 
ПУТЬ в кубическом графе.

[ХП 16] Д О П О Л Н Е Н И Е  Д О  М А Т Р И Ц Ы  С О  С В О Й С Т В О М
связности

УСЛОВИЕ. Заданы (0 — 1)-матрица А порядка /п Х «  и поло­
жительное целое число К-
ВОПРОС. Существует ли матрица А ', получаемая из матрицы 
А заменой в ней не более К нулевых элементов единицами, та­
кая, что А обладает свойством связности единиц?
Источник [51,407]. К этой задаче сводится ЛИНЕЙНОЕ УПО­
РЯДОЧЕНИЕ.
Комментарий. Вариант задачи, когда ищется матрица А, обла­
дающая свойством циклических единиц, также NP-полон.

[ХП 17] М И Н И М И З А Ц И Я  Ч И С Л А  Б Л О К О В
УСЛОВИЕ. Заданы (0 — 1)-матрица А порядка « Х л  и поло­
жительное целое число К-
ВОПРОС. Существует ли такая перестановка столбцов матрицы 
А, что получившаяся в результате матрица В имеет не более К 
блоков из последовательно идущих единиц, т. е. не более К та­
ких пар индексов i, j, что bit =  1 и либо bi, /+i =  0, либо / =  л?
Источник [297]. К этой задаче сводится ГАМИЛЬТОНОВ 
ПУТЬ.
Комментарий. Если свойство “/' =  п” заменить свойством “/ =  
=  п и bi\ =■ 0”, то задача остается NP-полной [51]. Если К 
равно числу строк (матрицы Л), содержащих хотя бы одну еди­
ницу, то эти задачи эквивалентны задачам о проверке наличия 
у матрицы А свойства связности единиц или циклической связ­
ности соответственно, и они могут быть решены за полино­
миальное время.

[ХП 18] П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Е  С О  С В О Й С Т В О М  С В Я З Н О С Т И
УСЛОВИЕ.Заданы конечный алфавит Е,набор C =  {Ei,E 2, . . .  
. . . .  Ел} подмножеств множества Е и положительное целое 
число К-
ВОПРОС. Существует ли такое слово ш е Е ' ,  что и
для каждого i элементы множества Ег образуют в слове w под­
слово длины |E i|?
Источник [297]. К данной задаче сводится ГАМИЛЬТОНОВ 
ПУТЬ.
Комментарий. Вариант задачи, в котором требуется только, 
чтобы элементы каждого множества Е/ образовывали подслово
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длины |2*| в слове ww (т. е. допускаются подслова слова до), 
записанном по окружности, также NP-полон [51].Если К равно 
числу различных символов из 2/, то эти задачи эквивалентны за­
дачам выяснения того, обладает ли матрица свойством связ­
ности или циклической связности единиц соответственно, и раз­
решимы за полиномиальное время.

[ Х П  19] Р А З Б И Е Н И Е  С О  С В О Й С Т В О М  С В Я З Н О С Т И
УСЛОВИЕ.Заданы конечный алфавит 2 и набор С =  {2i, 2 2, . . .  
. . . ,  2 Я} подмножеств из 2.
ВОПРОС. Существует ли разбиение 2  на такие непересекаю- 
щиеся множества Х2, . . . ,  Xks что каждое из Xt имеет не 
более одного общего элемента с каждым из 2/ и для каждого 
2 ( е С  существует такой индекс /(/), что множество 2 / содер­
жится в множестве

-^/ ( / )UXi{y)+iU . . .  UX^/H- iS j i - i?

Источник [350,351]. К этой задаче сводится РАСКРАШИВАЕ- 
МОСТЬ ГРАФА В ТРИ ЦВЕТА.
Комментарий. Если | 2 / | <  5 для всех 2 / е  С, то задача остает­
ся NP-полной, но если |2/|ssC2 для всех 2 / е  С, то она разре­
шима за полиномиальное время.

[ Х П  2 0 ] Р Е Д А К Т И Р О В А Н И Е  С Л О В А
УСЛОВИЕ. Заданы конечный алфавит 2, два слова х, у е 2 *  
и положительное целое число К*
ВОПРОС. Можно ли получить из слова х  слово у, применив 
не более К операций вычеркивания символа и перестановки 
соседних символов?
Источник [530]. К этой задаче сводится ПОКРЫТИЕ МНО­
ЖЕСТВА.
Комментарий. Задача разрешима за полиномиальное время, 
если в множество операций дополнительно включить операции 
замены и вставления отдельной буквы даже тогда, когда пере­
становка букв не допускается (см., например, [531]), или тогда, 
когда единственной операцией является операция перестановки 
соседних букв [530]. В указанных работах приводятся также 
и другие аналогичные результаты для задач, в которых различ­
ные операции имеют различную стоимость.

[ Х П  2 1 ]  Г Р У П П И Р О В К А  С  П О М О Щ Ь Ю  Т Р А Н С П О З И Ц И Й
УСЛОВИЕ. Заданы конечный алфавит 2, слово х е 2 *  и поло­
жительное целое число К.
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ВОПРОС. Существует ли последовательность, состоящая не 
более чем из К транспозиций соседних символов и превращаю­
щая слово х  в слово у, у которого все вхождения каждого сим­
вола а е  2 образуют один блок (т. е. в слове у  нет подпосле­
довательностей вида aba, где a, 6 e S  и a ^ i ) ?
Источник [224]. К этой задаче сводится МНОЖЕСТВО ДУГ, 
РАЗРЕЗАЮЩИХ КОНТУРЫ.

[ХП 2 2 ]  С Ж А Т И Е  В Н Е Ш Н И Х  М А К Р О Д А Н Н Ы Х
УСЛОВИЕ. Заданы конечный алфавит X, слово s е  2*, стои­
мость указателя Л е  Z+ и граница В е  Z+.
ВОПРОС. Существуют ли такие слова D (слово-словарь) и С 
(сжатое слово) в алфавите (2 1){рг: 1 t ^ | s | } )  (символы р, 
называются “указателями”), что (1) |D | +  |C ] - f ( / i— 1) • (число 
вхождений указателей в слова А и C ) < f i  и (2) существует 
такое соответствие указателей с подсловами слова D, что сло­
во S может быть получено из слова С последовательной заме­
ной указателей из С соответствующими подсловами из £)?
Источник [505,506]. К этой задаче сводится ВЕРШИННОЕ 
ПОКРЫТИЕ.
Комментарий. Если h — любое фиксированное целое число, не 
меньшее 2, то задача остается NP-полной. Многие ее варианты, 
в том числе задачи, в которых D не содержит указателей и/или 
если указатели соответствуют неперекрывающимся словам, 
также являются NP-полными. Если алфавит содержит фиксиро­
ванное число букв (но не менее 3) и стоимость указателя равна 
rftlog |s |" l, то задача также NP-полна. В упомянутых выше 
работах приводятся другие варианты задачи, в том числе за­
дачи с “исходными указателями”.

[ХП 2 3 ]  С Ж А Т И Е В Н У Т Р Е Н Н И Х  М А К Р О Д А Н Н Ы Х
УСЛОВИЕ. Заданы алфавит 2, слово s e 2 ' ,  стоимость Л е  Z+ 
указателя и граница В е  Z+.
ВОПРОС. Существует ли такое слово С(2 U{p<: 1 ^  ^  |s|})*, 
что (1) |С | +  (А— 1 )-(число вхождений указателей в слово С) 

и (2) существует такое соответствие указателей с под­
словами слова С, что слово s может быть получено из С при 
использовании С одновременно в качестве “слова-словаря" и 
сжатого слова способом, изложенным в предыдущей задаче?
Источник [505, 506]. К этой задаче сводится ВЕРШИННОЕ 
ПОКРЫТИЕ.
Комментарий. Задача остается NP-полной даже тогда, когда 
h — любое фиксированное целое число, не меньшее 2. Другие
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NP-полные варианты этой задачи (как и для предыдущей) ука­
заны в упомянутых работах.

[ХП 24] ПОДСТАНОВКА РЕГУЛЯРНОГО ВЫРАЖЕНИЯ
УСЛОВИЕ. Заданы два алфавита X  =  (xj, х2.........х„} и Y =
=  {уи У2 , . . . .  Ут), регулярное выражение R над XUX, регу­
лярные выражения R\,  /?2> Rn над Y и слово w е  У*. 
ВОПРОС. Существуют ли в языках, определяемых регуляр­
ными выражениями R и /?,(1 ^  i ^  п), такие слова г  и w, со­
ответственно, что если каждое слово wi подставить в слово г  
вместо каждого вхождения символа Xt, то получившееся в ре­
зультате слово будет совпадать с да?
Источник [15]. К этой задаче сводится ТП-3.

[ХП 25] ПРЯМОУГОЛЬНОЕ СЖАТИЕ КАРТИНКИ
УСЛОВИЕ. Заданы (0 — 1)-матрица М порядка л Х «  и поло­
жительное целое число К-
ВОПРОС. Можно ли покрыть все единичные элементы мат­
рицы А не более чем К прямоугольниками? Иначе говоря, су­
ществует ли такая последовательность четверок (m, bi, ci, di), 
1 ^  i ^  К, где di ^  bi, с{ di, 1 i ^  К, что для каждой 
пары индексов (t, /), 1 ^  i, / <  п, Mil равно 1 тогда и только 
тогда, когда существует такое k, \ ^  К, что а* ^  ^  bk и
Ск <  /  <  dk?
Источник [374]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.

А4.3. Задачи о базах данных
[ХП 26] НАИМЕНЬШИЙ ПО МОЩНОСТИ КЛЮЧ

УСЛОВИЕ. Заданы множество “имен атрибутов” А, семейство 
F упорядоченных пар подмножеств из А (называемых “функ­
циональными зависимостями” на А) и положительное целое 
число М.
ВОПРОС. Существует ли для реляционной системы {А, F> ключ 
мощности не более М? Иначе говоря, существует ли такое под­
множество K S i4 , что |/С |^ М  и упорядоченная пара (К, А) 
принадлежит “замыканию” F* семейства F? (Замыкание F* се­
мейства F определяется следующим образом:
(1) F  =  F*, (2) из того что В е С е Д, следует, что ( C ,B )e f* ,
(3) из того что (В, С), (В, D )^ F * ,  следует, что (В, В ) е Р ,  и
(4) из того, что (В, С), (В, D )^ F * ,  следует, что (В, C U D ) e  
e f . )
Источник [362,350]. К этой задаче сводится ВЕРШИННОЕ 
ПОКРЫТИЕ. Общие основы баз данных с реляционными си­
стемами можно найти в книге [101],
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[ХП 27] ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЙ КЛЮЧ
УСЛОВИЕ. Заданы множество имен атрибутов А, семейство F 
функциональных зависимостей на А, подмножество R<=.A и 
множество К ключей для реляционной схемы </?, F>.
ВОПРОС. Верно ли, что R имеет ключ, не содержащийся в Ю 
Иначе говоря, верно ли, что существует такое подмножество 
R' Е  R, что R ' ^ K ,  (/?', / ? ) е  F*, и не существует такого под­
множества R"  s  R', что (R", / ? ) е  F*?
Источник [34]. К этой задаче сводится МНОЖЕСТВО ПРЕД­
СТАВИТЕЛЕЙ.

[ХП 28] ПРИМИТИВНОЕ ИМЯ АТРИБУТА
УСЛОВИЕ. Заданы множество имен атрибутов А, семейство F 
функциональных зависимостей на А и выделенное имя атрибута 
х ^ А .
ВОПРОС. Верно ли, что х является “примитивным именем ат­
рибута” для <A,F>? Иными словами, существует ли такой ключ 
К для <A,F>, что * е / ( ?
Источник [362]. К этой задаче сводится НАИМЕНЬШИЙ ПО 
МОЩНОСТИ КЛЮЧ.

[ХП 29] НАРУШ ЕНИЕ НОРМАЛЬНОЙ ФОРМЫ БОЙСА —  
КОДДА

УСЛОВИЕ. Заданы множество имен атрибутов А, семейство 
F функциональных зависимостей на А и подмножество А' ^  А. 
ВОПРОС. Верно ли, что множество А нарушает нормальную 
форму Бойса — Кодда для реляционной системы <А, F>? Иначе 
говоря, существуют ли подмножество X s  А' и два имени атри­
бутов у, z e A ' V ,  такие, что (X, {г/})е F* и (X, ( г } )е  F* (где 
F* — замыкание F)?
Источник [40,34]. К данной задаче сводится МНОЖЕСТВО 
ПРЕДСТАВИТЕЛЕЙ.
Комментарий. Задача остается NP-полной и в том случае, если 
потребовать, чтобы А' имело “третью нормальную форму” 
(т. е. если X s  А' — ключ для реляционной системы <А', Р> 
и два имени атрибутов у, г е А ' \ Х  таковы, что (X, { i/})eF* 
и (X, { z } )^F * ,  то г  — примитивное имя атрибута для реля­
ционной системы <А', Р » .

[ХП 30] ПРЕОБРАЗУЕМОСТЬ КОНЪЮНКТИВНОГО  
ЗАПРОСА

УСЛОВИЕ. Заданы конечный домен D, семейство отношений 
R = { R i ,R i ,  . . . ,  Rm} (где Ri есть подмножество множества dr  
мерных кортежей с элементами из D), множество выделенных
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переменных X, множество невыделенных переменных У и два 
запроса Qi и Q2 над X, Y, D и R\ запрос Q имеет вид

(*i. х2, . . . .  хдНЭ?!, У2 , • • •> Vi)(Ai А Аг А  . . .  Л Аг)
для некоторых k, I и г, где X'  =  {*i, х2, . . . .  .*:*} =  X, Y' —
— {УьУг.........и каждое At имеет вид tf/(«i, « г , . . .
. . . ,  Udj), us е  D U X' U Y', 1 ^  s ^ df, интерпретация таких выра­
жений в терминах баз данных дана в работе [67].
ВОПРОС. Существует ли такая функция а: У -*■ X  (J У U Д  что 
если для каждого ^ е У  вместо любого вхождения у  в Qj под­
ставить символ о(у), то в результате получится запрос Q2?
Источник [67]. К данной задаче сводится РАСКРАШИВАЕ- 
МОСТЬ ГРАФА В 3 ЦВЕТА.
Комментарий. Задача изоморфизма конъюнктивных запросов 
(два запроса называются изоморфными, если они совпадают 
с точностью до взаимно-однозначного переименования перемен­
ных, переупорядочения конъюнктивных членов и переупорядо­
чения кванторов) полиномиально эквивалентна задаче об изо­
морфизме графов.

[ХП 31] КОНЪЮНКТИВНЫЙ БУЛЕВСКИЙ ЗАПРОС
УСЛОВИЕ. Заданы домен Д  набор отношений R =  {R\, R2, . . .  
. . . .  Rm} (где Ri есть подмножество множества Ddi), конъюнк­
тивный булевский запрос Q над R и D, т. е. запрос вида

(3у и уз, . . . .  y t)(Ai Л А 2 Л . . .  Л Аг),

где Ai имеет вид R{ (ии и2.........иа/), а переменные и принадле­
жат множеству ({уи у2.........yi)\}D).
ВОПРОС. Верно ли, что Q истинен при интерпретации его как 
утверждения об R и D?
Источник [67]. К этой задаче сводится КЛИКА.
Комментарий. Если заменить конъюнктивный запрос произволь­
ным предложением первого порядка, включающим предикаты 
из набора R, то задача становится P-SPASE-полной (даже если 
D —  {0, 1}).

[ХП 32] ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ ТАБЛИЦ
УСЛОВИЕ. Заданы множество имен атрибутов А, семейство F 
упорядоченных пар подмножеств множества А, множество вы­
деленных переменных X, множество невыделенных переменных 
У, для каждого а ^ А  множество констант Са, две "таблицы” 
Г, и Т2 над X, У и Са- (Таблица, по существу. — это матоица,
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в которой каждому имени атрибута соответствует столбец, а 
элементами являются пустой символ и элементы множеств X, 
Y и Са■ Детали определения и интерпретацию в терминах ре­
ляционных выражений можно найти в работе [12].)
ВОПРОС. Верно ли, что Тi и Т2 “слабо эквивалентны”? 
Т. е. верно ли, что Т\ и Тг при “универсальной интерпретации” 
определяют идентичные отношения?
Источник [12]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Задача остается NP-полной в следующих слу­
чаях: (1) таблицы получаются из “выражений", не содержащих 
операций “выбрать”; (2) таблицы получаются из выражений, 
содержащих операцию “выбрать”, при этом семейство F пусто;
(3) семейство F пусто, таблицы не содержат констант, причем 
таблицы необязательно получаются из каких-то выражений. Для 
“простых” таблиц задача решается за полиномиальное время. 
Аналогичные результаты имеют место для “сильной эквива­
лентности”, при которой таблицы должны представлять иден­
тичные отношения при всех интерпретациях. Задача “включе­
ния” таблиц, однако, NP-полна даже для простых таблиц и еще 
более ограниченных видов таблиц [462].

[ХП 33] СОГЛАСУЕМОСТЬ ИСТОРИЯ БАЗ Д АННЫ Х
УСЛОВИЕ. Заданы множество V переменных базы данных, на­
бор Т “транзакций” {Rit Wi),  1 ^  i ^  п (где Ri  и Wi—  подмно­
жества множества V, называемые “читаемое множество” и “за­
писываемое множество” соответственно), и “история” Н набора 
Т (где “история” есть такая перестановка множеств Ri  и Wi, 
в которой любое множество Rt  идет раньше соответствующего 
множества Wi).
ВОПРОС. Существует ли согласованная история Н' набора Г 
(т. е. такая история, в которой каждое Rt  идет непосредственно 
перед соответствующим множеством Wi), эквивалентная исто­
рии Я? (История Н называется эквивалентной истории Н \  если 
(1) обе истории имеют одинаковое множество “живых” тран­
закций (транзакция (Ri, Wi) называется живой в истории Н, 
если существует такая переменная с е У ,  что либо Wi — по­
следнее записываемое множество, содержащее v, либо Wi — 
последнее записываемое множество, содержащее переменную v 
перед некоторой живой транзакцией, содержащей и в читае­
мом множестве) и (2) для любых двух живых транзакций 
{Ri, Wt) и {Rj, W i ) и любой переменной v е  Wi Г) Ri множество 
Wi является последним записываемым множеством, содержа­
щим v перед Ri  в истории Н, тогда и только тогда, когда Wi — 
последнее записываемое множество, содержащее v перед Rj  в 
истории Н'.)
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Источник [415,413]. К этой задаче сводится МОНОТОННАЯ 
3-ВЫП.
Комментарий. Другие варианты и подслучаи этой задачи, раз­
решимые за полиномиальное время, можно найти в работе 
[413].

[ХП 34] БЕЗОПАСНОСТЬ СИСТЕМЫ ТРАНЗАКЦИИ БАЗЫ  
Д АННЫ Х (*)

УСЛОВИЕ. Заданы множество V переменных базы данных и 
набор Т “транзакций” (/?/, Wi), 1 <  i <  п, где Ri и Wt — под­
множества V.
ВОПРОС. Верно ли, что любая история Н  транзакции Т экви­
валентна некоторой согласованной истории?
Источник [415]. К этой задаче сводится МНОЖЕСТВО ПРЕД­
СТАВИТЕЛЕЙ.
Комментарий. Не известно, принадлежит ли задача к классу 
NP или к классу co-NP. Проверка того, что любая история Н 
набора Т “D-эквивалентна” некоторой согласованной истории, 
может быть осуществлена за полиномиальное время (две исто­
рии называются D-эквивалентными, если одна из них может 
быть получена из другой такой последовательностью перестано­
вок соседних множеств, что после каждой перестановки новая 
история остается эквивалентной предыдущей).

[ХП 35] СОВМЕСТИМОСТЬ ТАБЛИЦ ЧАСТОТ БАЗЫ  
ДАННЫ Х

УСЛОВИЕ. Заданы множество А имен атрибутов, для каждого 
а е Л  домен Da, множество объектов V, набор F таблиц частот 
для некоторых пар элементов а, 6 е Д  (таблицей частот для 
имен атрибутов а, Ь ^ А  называется функция fa,b' Da X.Db-*- 
-*-Z+, у которой сумма значений !а,ь(х, у) по всем и
у ^ б ь  равна | V |) и множество К троек (о, а, х ), где » e V ,  
а е  А и х е  Da, представляющее множество известных значений 
атрибутов.
ВОПРОС. Совместимы ли таблицы из набора F с известными 
значениями атрибутов из А? Иначе говоря, существует ли та­
кой набор функций ga: V-*-Da (для каждого а е Д ) ,  что (1) 
ga (о) =  х, если (о, с, х) е  К, и (2) для всех fa, b ^ F ,  x ^ D a и 
у ^ Ь ь  число таких o e V ,  для которых ga(v) =  x  и gb(v) =  y, 
совпадает с fa, ь (*, У) ?
Источник [447]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Из результата, сформулированного выше, сле­
дует, что если Р ф  NP, то не существует полиномиального
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алгоритма для “согласования” базы данных на основе ее таблиц 
часто посредством вывода заранее указанных имен (детали см. 
в [447]).

[ХП 36] НАДЕЖНОСТЬ СИСТЕМ ЗАЩИТЫ ФАЙЛОВ (*)
УСЛОВИЕ. Заданы множество R “полномочий”, множество 
объектов О, множество S <=, О субъектов, множество Р (s, о) Е  
Е  R полномочий для каждой упорядоченной пары s e S  и о е  
е  О, конечное множество С команд (каждая из которых имеет 
вид, если п е Р ( 4  У1), г2е Р ( Х 2, У2) и . . . г т^ Р { Х т, Ут ), 
то 0], 02, . . . ,  0т для всех т, п ^  0 и каждое 0; имеет вид 
“ввести п  в Р(Х/, У*)” или “вывести п  из P(Ki, У*)”) и выде­
ленное “полномочие” г' е  R.
ВОПРОС. Существует ли такая последовательность команд из 
С и метод идентификации всех п, X/ и У* конкретными элемен­
тами из множеств R, S  и О соответственно, что в некоторый 
момент исполнения последовательности полномочие г' заносится 
в множество P(s,o),  не содержавшее г' до этого момента? (Де­
тали о работе таких последовательностей см. в указанной ниже 
работе.)
Источник [199]. К этой задаче сводится ДОПУСКАЕМОСТЬ 
ЛИНЕЙНО ОГРАНИЧЕННЫМ АВТОМАТОМ.
Комментарий. Задача P-SPACE-полна. Если допускаются опе­
рации, позволяющие создать или убрать “объекты” и “субъек­
ты”, то задача неразрешима даже тогда, когда для некоторых 
“фиксированных” систем допускается изменение начальных зна­
чений P(s, о). Если ни одна из команд не может содержать 
более одной операции, то в общем случае задача является NP- 
полной и разрешима за полиномиальное время для фиксирован­
ных систем.

А5. ЗАДАЧИ ТЕОРИИ РАСПИСАНИЙ

А5.1. Задачи составления расписания в случае одного 
процессора

[TP 1] УПОРЯДОЧЕНИЕ С НЕОДНОВРЕМ ЕННЫ М
ПОСТУПЛЕНИЕМ И ДИРЕКТИВНЫ МИ СРОКАМИ

УСЛОВИЕ. Заданы множество Т заданий, а также для каж­
дого задания i e T  длительность I ( l)e Z + , момент его поступ­
ления r(t) е  Z+o и директивный срок d{t) е  Z+.
ВОПРОС. Существует ли однопроцессорное расписание выпол­
нения заданий из Т, согласованное с моментами поступления 
и директивными сроками, т. е. существует ли однозначная функ­
ция о: Т -*■ Zo, такая, что, во-первых, из условия а ( / ) > а ( Г )
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следует, что о (t) ^  о (?) +  I (?), и, во-вторых, для всех / е Г  
o ( t ) ^ r ( t )  и o ( t ) + l ( t ) ^  d(t)7

Источник [150]. К этой задаче сводится З-РАЗБИЕНИЕ (см. 
разд. 4.2).
Комментарий. Рассматриваемая задача NP-полна в сильном 
смысле. Она разрешима за псевдополиномиальное время, если 
число значений, принимаемых величинами r(t) и d(t), ограни­
чено константой, и остается NP-полной (в обычном смысле), 
даже когда эта константа равна 2. В тех случаях когда все 
длительности равны 1, либо разрешены прерывания, либо все 
моменты поступления заданий равны 0, задача может быть 
решена за полиномиальное время, при этом в условии задачи 
могут присутствовать ограничения предшествования [323], 
[319]. Задача решается за полиномиальное время также и 
тогда, когда моменты поступления и директивные сроки яв­
ляются произвольными рациональными числами и, кроме того, 
имеются ограничения предшествования; для этого требуется, 
чтобы все задания имели одинаковые длительности [65, 492, 
156], либо чтобы разрешались прерывания [41].

[ТР 2] МИНИМИЗАЦИЯ ЧИСЛА НЕВЫ ПОЛНЕННЫ Х  
ЗАДАНИИ

УСЛОВИЕ. Заданы множество Т заданий, частичный порядок 
<■ на Т, для каждого задания < е Г  длительность /( /)£ Z + , ди­
рективный срок d ( l)£ Z +  и . положительное целое число 
К > \ Т \ .
ВОПРОС. Существует ли однопроцессорное расписание о для 
заданий из Г, удовлетворяющее ограничениям частичного по­
рядка (т. е. такое, что из t < ?  следует о ( / ) +  l(t) <  a(t'))  и 
такое, что существует не более К заданий из Т, для которых 
o ( t ) + l ( t ) > d ( t ) 1

Источник [148]. К этой задаче сводится КЛИКА (см. разд. 3.2.3).

Комментарий. Задача остается NP-полной, даже если все дли­
тельности равны 1 и если условия частичного порядка имеют вид 
“цепочки” (каждое задание имеет не более чем одно непосред­
ственно предшествующее и не более чем одно непосредственно 
за ним следующее) [334]. Она разрешима за полиномиальное 
время, если /С =  0 [323] или если отношение <  пусто [392, 
488]. В случае когда отношение <  пусто, задача остается поли­
номиально разрешимой, если в нее добавить “согласованные” 
моменты поступления заданий (это значит, что из условий 
r ( t )< .r (? )  следует d ( t ) ^ o ( ? ) )  [289]. Если же эти моменты
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поступления произвольны, то задача NP-полна (см. предыду­
щую задачу).

[ТР 3] МИНИМИЗАЦИЯ ВЕСА НЕВЫПОЛНЕННЫХ 
ЗАДАНИИ

УСЛОВИЕ. Заданы множество Т заданий, а также для каж­
дого задания / е Г  длительность /(Z )e  Z+, вес w (t)^ Z + ,  дирек­
тивный срок d ( /) e Z +  и положительное число К- 
ВОПРОС. Существует ли однопроцессорное расписание о для 
заданий из Т, такое, что сумма весов 'Zw(i) (взятая по тем 
/ е Г ,  для которых l ( t ) >  d(t))  не превосходит К ?
Источник [280]. К этой задаче сводится РАЗБИЕНИЕ.
Комментарий. Задача может быть решена за псевдополиноми- 
альное время (время, полиномиальное относительно |Г | , Х ф )  
и [332]). Она разрешима за полиномиальное время,
если в е с а '“согласованы”, т. е. если из w ( t ) < w ( t ' )  следует 
n t ) >  Ц?) [326].

[ТР 4] МИНИМИЗАЦИЯ ВЗВЕШЕННОГО МОМЕНТА 
ОКОНЧАНИЯ

УСЛОВИЕ. Заданы множество Т заданий, частичный поря­
док <• на Т, для каждого значения / е Г  длительность / ( / ) е  Z+, 
вес !D (()eZ+ и положительное число К-
ВОПРОС. Существует ли однопроцессорное расписание а для 
заданий из Т, удовлетворяющее условиям частичного порядка 
и такое, что

£  И 0 + /(0 »«)<*?
Источник [330]. К этой задаче сводится ОПТИМАЛЬНОЕ ЛИ­
НЕЙНОЕ УПОРЯДОЧЕНИЕ.
Комментарий. Задача N P-полна в сильном смысле и остается 
таковой, даже если все длительности равны 1 или если все веса 
равны 1. Она разрешима за полиномиальное время, если поря­
док <  является “лесом” [217, 5, 139, 489] или последовательно­
параллельным графом [293, 330, 4, 391].
Если вместо условий <  в задачу ввести индивидуальные ди­
рективные сроки, задача будет NP-полной в сильном смысле 
[334], если же все веса заданий равны, то она станет полино­
миально разрешимой [334]. Если директивные сроки заменить 
индивидуальными моментами поступления, полученная задача 
будет NP-полна в сильном смысле, даже если все веса заданий 
равны 1 [338]. Версия последней задачи, в которой допустимы 
прерывания, NP-полна в сильном смысле [311], однако может



А5. Задачи теории расписаний 303

быть решена за полиномиальное время, если все веса равны 
[186].

[ТР 5] МИНИМИЗАЦИЯ ШТРАФА ЗА НЕВЫПОЛНЕНИЕ 
ЗАДАНИИ

УСЛОВИЕ. Заданы множество Т заданий, а также для каж­
дого задания / е Г  длительность / ( / ) e Z +, вес w (t)^ Z + ,  ди­
рективный срок <f(/)eZ +  и положительное целое число К. 
ВОПРОС. Существует ли однопроцессорное расписание а для 
заданий из Т, такое, что сумма £  (а (0 +  / (/) — d (t)) w (/), взя­
тая по тем / е Г ,  для которых a ( t )+  l ( t ) >  d(t), не превосхо­
дит Ю

Источник [328]. К этой задаче сводится З-РАЗБИЕНИЕ.

Комментарий. Задача NP-полна в сильном смысле. Если все 
веса равны, она разрешима за псевдополиномиальное время 
[328], ее NP-полнота (в обычном смысле) не установлена. Если 
все длительности равны (а веса произвольны), задача разре­
шима за полиномиальное время с помощью двудольных паросо- 
четаний. Если добавить условия предшествования, то она будет 
NP-полной, даже в случае равных длительностей и равных ве­
сов [336]. Если же вместо этого добавить моменты поступления 
заданий, то задача будет NP-полной в сильном смысле при рав­
ных весах (см. задачу УПОРЯДОЧЕНИЕ С НЕОДНОВРЕ­
МЕННЫМ ПОСТУПЛЕНИЕМ И ДИРЕКТИВНЫМИ СРО­
КАМИ), причем при равных длительностях и произвольных ве­
сах эта задача полиномиально разрешима с помощью двудоль­
ных паросочетаний [186].

[ТР 6] УПОРЯДОЧЕНИЕ С ДИРЕКТИВНЫМИ СРОКАМИ 
И ВРЕМЕНАМИ ПЕРЕНАЛАДОК

УСЛОВИЕ. Заданы: множество С “компиляторов”, множество 
Т заданий, для каждого задания / е Т 1 длительность I (t) е Z+, 
директивный срок d ( t ) & Z+, свой компилятор k ( t ) ^ C ,  а также 
для каждого с е С  “время переналадки” I(с) е  Z j\
ВОПРОС. Существует ли однопроцессорное расписание о для 
заданий из Tt удовлетворяющее всем директивным срокам и сле­
дующему дополнительному ограничению: если задание t начи­
нается раньше V (т. е. о (/) <С о (? )) , причем задания t u t '  “со­
пряженные”, то о (0  +  / ( 0 +  l(k(t '))7  (Задания t и ?,
где a(t)<C a(t'), называются “сопряженными”, если между ними 
нет промежуточного задания (т. е. такого t", что o ( f ) <  o(t")<. 
< a ( t ' ) )  и у них различные компиляторы, k(t)¥= k(t').)

Источник [60]. К этой задаче сводится РАЗБИЕНИЕ,
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Комментарий. Задача остается NP-полной, если все времена пе­
реналадки равны. Имеется близкая задача, в которой времена 
переналадок заменены стоимостями переналадок, и требуется 
выяснить, существует ли расписание, удовлетворяющее всем 
директивным срокам и имеющее суммарную стоимость перена­
ладок не больше К; эта задача NP-полна, даже если все стои­
мости переналадок равны. Обе задачи могут быть решены за 
псевдополиномиальное время, когда число различных значений, 
принимаемых директивными сроками, ограничено константой. 
Если это число не ограничено, не известно, являются ли эти 
задачи N P-полными в сильном смысле.

[ТР 7] МИНИМИЗАЦИЯ МАКСИМАЛЬНЫХ ЗАТРАТ
УСЛОВИЕ. Заданы множество заданий Т, частичный порядок 
<  на Т, “затраты” c ( ( ) e Z  для каждого t ^ T  (если с (* )< 0 , 
их можно рассматривать как “доход”) и константа X e Z ,  
ВОПРОС. Существует ли однопроцессорное расписание о для 
заданий из Т, которое удовлетворяет условиям частичного по­
рядка и имеет следующее свойство: для каждого / е  71

£  с а х  к?
о ((') <  а  [И)

Источник [1]. К этой задаче сводится ДОСТАТОЧНОСТЬ 
ЧИСЛА РЕГИСТРОВ.
Комментарий. Задача остается NP-полной, даже если c{t) е  
е  {—1, 0, 1} для всех / е  Т. Она разрешима за полиномиальное 
время, если условия частичного порядка с представимы в виде 
параллельно-последовательного графа [2, 391].

А5.2. Многопроцессорные расписания для параллельных
процессоров

[ТР 8] МНОГОПРОЦЕССОРНОЕ РАСПИСАНИЕ
УСЛОВИЕ. Заданы множество заданий Т, число процессоров 
m e Z + , длительность /(1) g Z+ д л я  каждого 1 е Г  и общий ди­
рективный срок D е  Z+.
ВОПРОС. Существует ли «-процессорное расписание для зада­
ний из Т, которое удовлетворяет общему директивному сроку 
D? Другими словами, существует ли функция а: Т-> 2о ,  такая, 
что для всех м ^ О  число заданий / g 7', для которых o(t)$£; 
^  и <Z l(t), не превышает пг и, кроме того, для всех

Т имеет место a(^)-f- Z ( 0 ^  Z3?
Источник — настоящая книга. К этой задаче сводится задача 
РАЗБИЕНИЕ (см. разд. 3.2.1).
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Комментарий. Задача остается NP-полной при m =  2; она раз­
решима за псевдополиномиальное время при любом фиксиро­
ванном ш. Задача NP-полна в сильном смысле при произволь­
ном пг (задача З-РАЗБИЕНИЕ — ее частный случай). Если все 
задания имеют одинаковую длительность, задача тривиально 
решается за полиномиальное время, даже если процессоры 
имеют различные производительности.

[ТР 9] РАСПИСАНИЕ С УСЛОВИЯМИ 
ПРЕДШЕСТВОВАНИЯ

УСЛОВИЕ. Заданы множество заданий Т, каждое из которых 
имеет длительность /(/) =  1, число процессоров m e Z +, частич­
ный порядок <• на Т и директивный срок D е  Z+.
ВОПРОС. Существует ли m-процессорное расписание о для за­
даний из Т, которое удовлетворяет общему директивному сроку 
D и условиям предшествования (т. е. из соотношения t< - t '  сле­
дует о ( / ') >  «*(0+ ((0  =  о ( 0 +  1)?
Источник [518]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Задача остается NP-полной при D =  3 [336]. 
Она разрешима за полиномиальное время, если m =  2 (см. на­
пример [85]), а также если m  произвольно, а условия <• пред­
ставимы в виде “леса” [225] или имеют дополнением триангу­
лированный граф [419]. Для случая, когда условия <• общего 
вида, a m фиксировано ( т ^ З ) ,  сложность задачи не уста­
новлена. При тп =  2 задача становится NP-полной, если дли­
тельности заданий принимают значения 1 и 2 [518]. Если для 
каждого задания t назначен процессор p(t), задача является 
NP-полной при т =  2 и произвольных условиях <•, а также 
когда т произвольно, а условия <• — “лес”; она разрешима за 
полиномиальное время, если т произвольно, а условия <• — 
“циклический лес” [184].

[ТР 10] РАСПИСАНИЕ С ОГРАНИЧЕННЫМИ РЕСУРСАМИ
УСЛОВИЕ. Задано множество заданий Т, каждое из которых 
имеет длительность /(/) =  1, число процессоров m e Z + , число 
видов ресурсов r e  Z+, границы ресурсов Bi, 1 ^  i ^  г, потреб­
ности в ресурсах Ri(t), 0 ^ R i ( t ) ^ B i  (для всех заданий t и 
ресурсов i) , и общий директивный срок D е  Z+.
ВОПРОС. Существует ли m-процессорное расписание о для за­
даний из Т, которое удовлетворяет общему директивному сроку 
D и ограничениям на ресурсы (последнее условие означает, что 
если через S(u)  обозначить множество всех тех заданий t из Т, 
для которых a ( t ) ^  и <  o ( t )+  l(t), то для всех ы >  0 и всех 
видов ресурсов i сумма /?, (/) не превышает В,?
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Источник [145]. К этой задаче сводится З-РАЗБИЕНИЕ.
Комментарий. Задача является NP-полной в сильном смысле, 
даже если г =  1 и m =  3. Она решается за полиномиальное 
время с помощью техники паросочетаний при m =  2 и произ­
вольном г. Если добавить к условию задачи отношения частич­
ного порядка <•, она становится NP-полной в сильном смысле 
при г — 1, т =  2 и условиях <•, представимых в виде “леса”. 
Если потребности в ресурсах принимают дискретные значения 
0 или Bi, задача является NP-полной при т =  2, г =  1 и усло­
виях <• общего вида [519].

[ТР 11] РАСПИСАНИЕ С ИНДИВИДУАЛЬНЫ МИ 
ДИРЕКТИВНЫ МИ СРОКАМИ

УСЛОВИЕ. Заданы множество заданий Т, каждое из которых 
имеет длительность l ( t ) =  1, число процессоров m e Z + , частич­
ный порядок <• на Т и для каждого директивный срок
d ( t ) ^ Z + .
ВОПРОС. Существует ли m-процессорное расписание о для 
заданий из Т, которое удовлетворяет условиям предшествования 
и всем директивным срокам (т. е. l ( t ) ^  d(t) для всех
/ е Г ) ?
Источник [58]. К этой задаче сводится ВЕРШИННОЕ ПО­
КРЫТИЕ.
Комментарий. Задача остается NP-полной, даже если условия 
<• представимы в виде “прямого дерева” (т. е. у каждого зада­
ния имеется не более одного непосредственно за ним следую­
щего). Она разрешима за полиномиальное время, если m — 2, 
а условия <• общего вида [148], причем этот факт справедлив, 
даже если включить в условие задачи индвидуальные моменты 
поступления [150]. Если условия предшествования <■ отсут­
ствуют, задача решается за полиномиальное время с помощью 
техники паросочетаний для произвольного значения т, даже 
если в условии есть моменты поступления и имеется один вид 
ресурса, потребность в котором 0 или 1 [43, 44].

[ТР 12] РАСПИСАНИЕ С ПРЕРЫ ВАНИЯМИ
УСЛОВИЕ. Заданы множество заданий Т, число процессоров 
m e Z + , частичный порядок <• на Т, длительности l ( t ) ^ Z +  для 
всех 1 е Г  и общий директивный срок D е  Z+.
ВОПРОС. Существует ли m-процессорное расписание для за­
даний из Т, которое допускает прерывания заданий и удовле­
творяет как условиям предшествования, так и общему дирек­
тивному сроку? (Такое расписание а идентично обычному т-про- 
цессорному расписанию, за исключением того, что разрешается
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разбивать каждое задание / е Г  на любое число “частичных 
заданий” t\, *2, . . . .  t*, таких, что

£ / ( / , )  =  /(0  и a{tt^ ) > o { t t) +  l{ti)
i - \

для всех i, 1 ^  i ^  k. Условия частичного предшествования рас­
пространяются на частичные задания следующим образом: каж­
дое частичное задание, полученное из t, предшествует всем ча­
стичным заданиям f ,  если t<-t'.)
Источник [518]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Задача разрешима за полиномиальное время в 
следующих случаях: если т =  2 [394], если ограничения <• — 
“лес” [395], если ограничений предшествования нет и добав­
лены индивидуальные директивные сроки [219]. Когда “одно­
родные” процессоры имеют “различные производительности”, 
задача разрешима за полиномиальное время при т =  2 или при 
отсутствии ограничений предшествования [223, 183]; если вы­
полнено последнее условие, задача остается полиномиально 
разрешимой при наличии индивидуальных директивных сроков 
[467]; если же одновременно т =  2 и отсутствуют ограничения 
предшествования, то задача полиномиально разрешима, даже 
если добавлены целочисленные моменты поступления работ 
и директивные сроки [311]. В случае «независимых» процессо­
ров задача решается за полиномиальное время при фиксиро­
ванном т и отсутствии ограничений предшествования [180]; 
при произвольном т и отсутствии ограничений предшествования 
она может быть решена методом линейного программирования 
[331].

[ТР 13] МИНИМИЗАЦИЯ ВЗВЕШ ЕННОГО МОМЕНТА 
ОКОНЧАНИЯ (ш ПРОЦЕССОРОВ)

УСЛОВИЕ. Заданы множество заданий Т, число процессоров 
m e Z +, для каждого задания / е Т  длительность l { t ) ^ Z +  и вес 
ai ( / ) s Z +, а также положительное целое число К.
ВОПРОС. Существует ли m-процессорное расписание а для за­
даний из Т, такое, что

Z (а(/)-Н(0)ш(/)<К?
t<=T

Источник [338]. К этой задаче сводится РАЗБИЕНИЕ.
Комментарий. Задача остается NP-полной при m =  2, она яв­
ляется NP-полной в сильном смысле при произвольном пг [318]. 
Задача разрешима за псевдополиномиальное время при фикси­
рованных значениях т. Эти результаты сохраняются, если
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допустимы “прерывания” заданий [379]. Задача решается (с по­
мощью техники паросочетаний) за полиномиальное время, если 
все длительности равны. Если же длительности не равны, а все 
веса равны между собой, то она разрешима за полиномиальное 
время даже для процессоров разной производительности [90] 
и для “независимых» процессоров [218, 59]. В случае процес­
соров разной производительности она разрешима за полино­
миальное время и тогда, когда разрешены прерывания [179]. 
Если добавлены ограничения предшествования, исходная за­
дача NP-полна в сильном смысле, даже если все веса равны, 
т =  2 и частичный порядок есть либо “внутреннее дерево”, 
либо “внешнее дерево” [478]. Если в условия добавить ограни­
чения на ресурсы, то частные случаи, приведенные в задаче 
РАСПИСАНИЕ С ОГРАНИЧЕННЫМИ РЕСУРСАМИ, будут 
все NP-полными, даже если все веса равны [42].

А5.3. Многопроцессорные расписания конвейерного типа

[ТР 14] ОТКРЫТОЕ КОНВЕЙЕРНОЕ РАСПИСАНИЕ
УСЛОВИЕ. Заданы число процессоров т е  Z+, множество за­
даний /, каждое из которых состоит из т операций (т. е. зада­
ние / е /  состоит из операций М/]> М Л, •••, *т[/], причем опе­
рация МЛ выполняется процессором i), длительность l { t ) ^ Z  
для каждой операции t и общий директивный срок D е  Z+. 
ВОПРОС. Существует ли открытое расписание для заданий 
из /, удовлетворяющее директивному сроку? Другими словами, 
существует ли набор из т однопроцессорных расписаний 
о,: 7 -> Z ^, 1 I sg: т, таких, что: (1) из условия <т,(/)>о,(£) 
следует <т/(/) ^  о,(А)-(- l(ti[k]); (2) для каждого / е /  все ин­
тервалы [а/(Л, а,(/)-{- /(М Л ) не пересекаются и (3) о<(/) +  
+  I (U [Л) ^  D для всех /, / :  1 ^  t ^  т, 1 ^  / sg | / 1 ?
Источник [181]. К этой задаче сводится РАЗБИЕНИЕ.
Комментарий. Задача остается NP-полной при т =  3, но раз­
решима за полиномиальное время, если т =  2. Она является 
NP-полной в сильном смысле, если т произвольно [334]. В об­
щем случае задача разрешима за полиномиальное время, если 
разрешены прерывания заданий [181], этот факт остается 
в силе и тогда, когда заданы два различных момента поступле­
ния заданий [69]. При и  =  2 и разрешенных прерываниях она 
разрешима за полиномиальное время, даже если заданы произ­
вольные моменты поступления заданий; в общем случае задача 
с разрешенными прерываниями, произвольными моментами по­
ступления и директивными сроками сводится к задаче линей­
ного программирования [69].
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[ТР 15] ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОЕ КОНВЕЙЕРНОЕ 
РАСПИСАНИЕ

УСЛОВИЕ. Заданы: число процессоров m e Z +, множество за­
даний J, причем каждое задание /  е  /  состоит из m операций 
t\ [/], /2  [/], . . . .  tm [/], длительность операции / (/) е  Z t  для каж­
дой операции t, общий директивный срок D е  Z+.
ВОПРОС. Существует ли последовательное расписание для за­
даний из /, удовлетворяющее общему директивному сроку? 
(Последовательным расписанием называется открытое распи­
сание, удовлетворяющее следующему дополнительному ограни­
чению: для всех / е /  и ^  о/ ( /)+ /(й [Л  •)
Источник [155]. К этой задаче сводится З-РАЗБИЕНИЕ.
Комментарий. Задача NP-полна в сильном смысле при пг =  3. 
Она разрешима за полиномиальное время при т  =  2 [268]. 
Э т и  два результата справедливы, если допустимы прерывания 
[182], однако, если добавить моменты поступления заданий, 
задача будет NP-полной в сильном смысле даже при m =  2 
[69]. Если добавить условие

£ ° m(i) +  l(tm[j]X K ,
I&I

то полученная задача (без прерываний) будет NP-полна в силь­
ном смысле, даже если m =  2 [155].

[ТР 16] ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОЕ'РАСПИСАНИЕ БЕЗ 
ОЖИДАНИЯ

УСЛОВИЕ. То же самое, как и в предыдущей задаче, ПОСЛЕ­
ДОВАТЕЛЬНОЕ РАСПИСАНИЕ.
ВОПРОС. Существует ли последовательное расписание для за­
даний из /, удовлетворяющее директивному сроку и дополни­
тельному условию, для всех / е  /  и 1 ^  i sg: m, 0/+i(/) =  <**(/) +
+  /(Ы Л )?
Источник [338]. К этой задаче сводится ОРИЕНТИРОВАН­
НЫЙ ГАМИЛЬТОНОВ ПУТЬ.
Комментарий. Задача NP-полна в сильном смысле для любого 
фиксированного 4 [416]. Она разрешима за полиномиаль­
ное время при т =  2 [172], однако NP-полна в сильном смысле 
при т =  2, если допускаются задания не имеющие операций, 
выполняемых на первом процессоре [468]. Сложность не уста­
новлена для случая т =  3. Если добавить условие

I  ая (/) +  /[ /* [ / '] )< К,1&J
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а т — произвольно, то задача будет NP-полной в сильном 
смысле [338], причем если т фиксировано (/п ^  2), то слож­
ность такой задачи не установлена. Аналогично версии задач 
ОТКРЫТОЕ РАСПИСАНИЕ и ОБЩЕЕ КОНВЕЙЕРНОЕ 
РАСПИСАНИЕ (см. ниже), когда добавлено условие, запре­
щающее ожидание, являются NP-полными в сильном смысле 
при т — 2 [468].

[ТР 17] ДВУХПРОЦЕССОРНОЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОЕ 
РАСПИСАНИЕ С БУФЕРОМ

УСЛОВИЕ. То же самое, как в задаче ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОЕ 
РАСПИСАНИЕ, при условии, что т =  2 и дополнительно за­
дана “емкость буфера” В е  Zo".
ВОПРОС. Существует ли последовательное расписание для за­
даний из J, удовлетворяющее общему директивному сроку 
и следующему условию: для любого и ^  0 число заданий / е / ,  
для которых одновременно oi (/)-(- l(t\ [/]) ^  и и О г(/)>  и, не 
превосходит В?
Источник [416]. К этой задаче сводится ТРЕХМЕРНОЕ СО­
ЧЕТАНИЕ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ ПО ВЕСУ.
Комментарий. Задача NP-полна в сильном смысле для любого 
фиксированного В, 1 ^  В <  се. Она разрешима за полиноми­
альное время, если В =  0 [172] или если В ^ | / | — 1 [268].
[ТР 18] ОБЩЕЕ КОНВЕЙЕРНОЕ РАСПИСАНИЕ
УСЛОВИЕ. Заданы: число процессоров m е  Z+, множество за­
даний J (причем каждое задание / е  /  состоит из упорядочен­
ного набора операций М Л , 1 для каждой операции
t длительность l(t) е  Zo\ определенный процессор

p{t)(={\,  2, . . . .  m}, где p(tk [i])¥=p(tk+i[i])
для всех / е  /  и 1 ^  k ^  П/, и директивный срок D е  Z+. 
ВОПРОС. Существует ли общее конвейерное расписание для 
заданий из /, удовлетворяющее общему директивному сроку? 
Другими словами, существует ли набор однопроцессорных распи­
саний сн, отображающих множество^: p(t) =  i} в Z0+, 1 пг
и удовлетворяющих следующим условиям:
(1) из O i(t)>  oi{t') следует, что Щ (0 +  l(t');
(2) o(tk+i[j])> o(tk [j])+  l(tk[j])
(где индексы соответствуют расписанию о) для всех / е  /  
и 1 ^  k п/;
(3) для в с е х / е /

от (/„/ [/]) +  / (/„/ [/]) ^  Z)

(где опять индексы соответствуют расписанию о) ?
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Источник [155]. К этой задаче сводится З-РАЗБИЕНИЕ.
Комментарий. Задача NP-полна в сильном смысле при пг =  2. 
Она может быть решена за полиномиальное время, если т =  2 
и п/ <; 2 для всех / е  /  [256]. Она NP-полна (в обычном 
смысле), если т — 2 и п/ ^  3 для всех / е /  или если т =  3 
и rij 2 для всех / е /  [182]. Все эти результаты имеют место 
и в случае, когда разрешаются прерывания заданий [182]. Если 
прерывания не разрешаются и все операции имеют одинаковую 
длительность, задача NP-полна для т =  3; при m =  2 ее слож­
ность не установлена [337]’).

А5.4. Разные задачи
[ТР 19] СОСТАВЛЕНИЕ УЧЕБНОГО РАСПИСАНИЯ
УСЛОВИЕ. Заданы множество Н “рабочих часов”, множество 
С “преподавателей”, множество Т “учебных дисциплин”, для 
каждого с е  С дано подмножество Л(с) =  Я, называемое “до­
пустимыми часами для преподавателя с”, для каждой дисцип­
лины — подмножество называемое “допусти­
мыми часами для дисциплины t", и для каждой пары (с, / ) е  
е С Х Г  — число R(c, * )e Z o , называемое “требуемой на­
грузкой».
ВОПРОС. Существует ли учебное расписание, обслуживающее 
все дисциплины? Другими словами, существует ли функция 
f: С Х Т Х Н - + { 0 ,  1} (где f ( c , t , h ) =  1 означает, что препода­
ватель с занимается дисциплиной t в момент Л), удовлетворяю­
щая следующим условиям: (1) f ( c , t , h ) =  1 только тогда, когда 
f t e  А(с)П А(/), (2) для каждого п е Я  и с е  С существует не 
более одного < е Г , такого, что f ( c , t , h ) = \ ,  (3) для каждого 
h е  Я  и / е Т 1 существует не более одного с е С ,  такого, что 
f ( c , t , h ) = l ,  (4) для каждой пары ( с ,1 ) е С Х 7  существует 
ровно R(c, t) значений Л, для которых /(с, t , h ) =  1?
Источник [114]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Задача остается NP-полной, даже если |Я | =  3, 
A(t) =  H  для l e T  и все /?(с, / ) е  {0, 1}. Общая задача разре­
шима за полиномиальное время, если |А(с) | <; 2 для всех 
с е  С или если A ( c ) = A ( t )  =  H  для всех с е  С и f e 7 \

[ТР 20] КОМПЛЕКТОВАНИЕ ШТАТА ИСПОЛНИТЕЛЕЙ
УСЛОВИЕ. Заданы положительные целые числа m a k, набор 
С т -мерных векторов, каждый из которых состоит из k единиц 
и т — k нулей (и представляет собой возможное распределение

' )  В . Г . Т и м ко вски й  п о к а за л , ч т о  п о с л ед н я я  з а д а ч а  п р и н ад л еж и т  к л а с ­
су Р  (р е зу л ь т а т  ещ е  не  о п у б л и к о в а н ). —  Прим. ред.
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исполнителей), /п-мерный вектор R неотрицательных чисел 
(называемый векотором «потребностей») и число исполните­
лей п.
ВОПРОС. Существует ли расписание /: С-> Z*, такое, что 
Z  f ( с ) <  п и £  / ( с ) - с > К ?
с  s  С  С G  С

Источник [152]. К этой задаче сводится ТП-3.
Комментарий. Задача разрешима за полиномиальное время, 
если все с е С  обладают свойством цикличности (т. е. все еди­
ницы расположены в одном и том же порядке, если считать, что 
первая позиция следует за позицией т) [30]. Этот случай соот­
ветствует ситуации, когда исполнители доступны в определен­
ные часы рабочего дня или дни недели.
[ТР 21] ПЛАНИРОВАНИЕ ПРОИЗВОДСТВА
УСЛОВИЕ. Заданы число n e Z + плановых периодов, для 
каждого периода i, 1 ^ г ^ л ,  „потребность" ту е  ZcT, „пропу­
скная способность производства" Ci е  Z t ,  стоимость перена­
ладок производства bt е  Zq, коэффициент приращения стоимо­
сти продукции pi е  Zo", коэффициент стоимости запасов hi е  
е  Zo", общая граница В е  Z+.
ВОПРОС. Существуют ли объемы производства x t е  Z$ и

i
соответствующие уровни запасов / ( =  £  (х{— гj), l ^ i ^ r a ,  
такие, что все X i ^ c lt все / ^ 0  и

П
2  Pixi ~Ь h j t  +  21-1 х{>0

Источник [339]. К этой задаче сводится РАЗБИЕНИЕ.
Комментарий. Задача разрешима за псевдополиномиальное 
время; она остается NP-полной, даже если все “потребности” 
равны, все стоимости переналадок равны и все стоимости запа­
сов равны 0. Если все пропускные способности равны, то задача 
разрешима за полиномиальное время [124]. Упомянутые алго­
ритмы можно обобщить на случай произвольных монотонных 
неубывающих выпуклых функций стоимости (если они вычис­
лимы за полиномиальное время).
[ТР 22] ИЗБЕЖАНИЕ ТУПИКА
УСЛОВИЕ. Заданы множество диаграмм переходов для m про­
цессов {Яь Яг.........Pm) (где каждая диаграмма представляет
ориентированный ациклический граф), множество Q “ресурсов”, 
состояние S системы, задающее текущий “активный” узел для
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каждого процесса, и “распределение ресурсов” (подробности 
можно найти в указанных ниже работах).
ВОПРОС. Является ли состояние S “опасным”? Другими сло­
вами, существуют ли управляющие потоки для различных про­
цессов, такие, что никакое распределение и перераспределение 
ресурсов не переведет систему из состояния S в некоторое “ко­
нечное” состояние?
Источник [21, 508]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Задача остается NP-полной, даже если требова­
ния к размещению “правильные” и каждое из них относится не 
более чем к двум ресурсам. В указанной литературе приводятся 
дополнительные результаты по сложности этой задачи. В ра­
боте [175] даны результаты и алгоритмы, относящиеся к близ­
кой задаче о тупиковых ситуациях.

А6. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ
[МП 1] ЦЕЛОЧИСЛЕННОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество X, состоящее из пар 
(х, Ь) (где х  есть m-мерный целочисленный вектор, Ь — целое 
число), m-мерный целочисленный вектор с и целое число В. 
ВОПРОС. Существует ли такой m-мерный вектор у  с целыми 
координатами, что х • у ^ Ь  для всех ( х , Ь ) ^ Х  и с - у ^ В  (где 
произведение m-мерных векторов й =  (мь и2, . . . ,  и„) и v =*

Источник [280, 55]. К этой задаче сводится 3-ВЫП. Во второй 
работе доказана принадлежность задачи классу NP.
Комментарий. Задача NP-полна в сильном смысле. Ее вариант, 
когда ищется вектор у, координаты которого принадлежат мно­
жеству (0, 1} (так называемая задача 0-1 ЦЕЛОЧИСЛЕННОЕ 
ПРОГРАММИРОВАНИЕ), остается NP-полным даже в том 
случае, когда каждое Ь, все координаты векторов х  и все коор­
динаты вектора с принадлежат множеству {0, 1}. NP-полной 
является задача с тем же условием, но в которой спрашивается 
о существовании такого вектора у  с неотрицательными целыми 
компонентами, что х-у  =  Ь для всех ( х ,Ь ) е Х ,  или такого це­
лочисленного вектора у, что х - у ^ 0  для всех ( х , Ь ) ^ Х  
(см. [463]) *) - 1

1) И з  р е зу л ь т а т а , п олуч ен н ого  X. У. Л ен ст р о й -м л ад ш и м  f 19811, след у ет , 
ч то  э т а  з а д а ч а  при  к а ж д о м  ф и к си р о в ан н о м  | £/] р а зр е ш и м а  за  п о л и н о м и ал ь­
ное вр ем я . —  Прим, ред.

=  (t»t, v2, vm) задается формулой
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[МП 2] КВАДРАТИЧНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ (*)
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество X, состоящее из пар 
(х , Ь) (где х  есть m-мерный вектор с рациональными координатами, 
Ь — рациональное число), два m-мерных вектора с и 3 с рацио­
нальными координатами и рациональное число В.
ВОПРОС. Существует ли такой m-мерный вектор у с рацио­
нальными координатами, что х - y ^ b  для всех пар ( х , Ь ) ^ Х

т

и X) (С{У21 +  3 $ ^  ^  В, где с,-, у -, и di — это i-e компоненты век­
торов с, у и 3  соответственно?
Источник [463]. К этой задаче сводится РАЗБИЕНИЕ.
Комментарий. Если не все компоненты вектора с неотрицатель­
ны, то принадлежность задачи классу NP не установлена [290]. 
Если ограничения квадратичны, а целевая функция линейна 
(в противоположность сформулированной выше задаче), то за­
дача NP-трудна [463]. Если к последней задаче добавить усло­
вие, что все компоненты вектора у  целочисленны, то задача 
станет неразрешимой [258].
[МП 3] ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ

С ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ЦЕЛЕВОЙ ФУНКЦИЕЙ
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество X, состоящее из пар 
(х, 6) (где х_ есть m-мерный целочисленный вектор, b — целое 
число), множество / е {1, 2.........пг} и положительное рацио­
нальное число q.
ВОПРОС. Существует ли такой m-мерный вектор с с рацио­
нальными координатами, что (с • с)1/2 ^  q и минимум по всем 
у е У  сумм вида £  с,у, больше, чем

i s ;

Vamax {I с, |: / е= /} +  £  min [0, с}),
1 ^ /

где У — множество всех m-мерных векторов с неотрицатель­
ными рациональными координатами, удовлетворяющих условию 
х - у ^ Ь  для всех пар (х, b) е  X?
Источник [259]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Задача остается NP-полной для любого фикси­
рованного q >  0. Она возникает при анализе влияния ошибок 
первого порядка в задаче линейного программирования.

[МП 4] ПРОДОЛЖЕНИЕ ДО ДОПУСТИМОГО БАЗИСА
УСЛОВИЕ. Заданы целочисленная матрица А порядка т Х.п ,  
т <С п, вектор-столбец а размерности т и подмножество 
S ( |5 |s ^ m )  множества столбцов матрицы А.
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ВОПРОС. Существует ли для системы уравнений Ах =  а, х ^  О, 
такой допустимый базис В, что В содержит все столбцы из 
множества S? (Допустимым базисом называется неособая, 
имеющая порядок ш Х и  подматрица В матрицы А, такая, что 
В-1 a Ss 0.)

Источник [396]. К этой задаче сводится ГАМИЛЬТОНОВ 
ЦИКЛ.

[МП 5] МИНИМАЛЬНОЕ ПО ВЕСУ РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ 
ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество X, состоящее из пар 
(х, Ь) (где х  есть m-мерный целочисленный вектор, Ь — целое 
число) и положительное целое число К ^  т.
ВОПРОС. Существует ли такой m-мерный вектор у  с рацио­
нальными координатами, что у  имеет не более К отличных от 
нуля координат и для всех (х, 6 ) е Х  выполнено равенство 
х-у =  6?

Источник [152]. К этой задаче сводятся ТП-3.

Комментарий. Задача NP-полна в сильном смысле. Разрешима 
за полиномиальное время, если К =  пг.

[МП 6] ОТКРЫТАЯ ПОЛУСФЕРА
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество X  m-мерных векторов 
и положительное целое число К ^  |Х |.
ВОПРОС. Существует ли такой /n-мерный вектор у с рацио­
нальными координатами, что х - у >  0 по крайней мере для К 
векторов х е  X?
Источник [267]. К этой задаче сводится МАКСИМАЛЬНАЯ
2-ВЫПОЛНИМОСТЬ
Комментарий. Задача NP-полна в сильном смысле, но для лю­
бого фиксированного m разрешима за полиномиальное время, 
даже во «взвешенном» варианте. Аналогичные результаты 
имеют место для задачи ЗАМКНУТАЯ ПОЛУСФЕРА, в кото­
рой ищется вектор у, удовлетворяющий условиям х - у ^ Ь  не 
менее чем для К векторов х е Х  [267]. Если К =  0 или К  =  
=  | X |, обе задачи полиномиально эквивалентны задаче линей­
ного программирования [448].

[МП 7] К-ОПРЕДЕЛЯЕМОСТЬ
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество X, состоящее из пар 
(х , Ь) (где х есть m-мерный целочисленный вектор, Ь — целое 
число) и положительное целое число К ^ |Х | .
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ВОПРОС. Существует ли подмножество X ' s  X, такое, что 
и для всех m-мерных векторов у с рациональными 

координатами из условия х - y ^ b  для всех ( х . Ь ) ^ Х '  следует, 
что х - у ^ Ь  для всех (х, b) е  X?
Источник [448]. К этой задаче сводится ТП-3.
Комментарий. Задача N P-полна в сильном смысле. При К =  
=  |Х |— 1 эквивалентна задаче линейного программирования 
[448]. В этой же работе можно найти другие NP-полные за­
дачи этого вида, в которых стандартная задача линейного про­
граммирования дополнена вопросом о выполнении нужного 
свойства для некоторого подмножества, состоящего из К огра­
ничений.

[МП 8] НЕСМЕЖНОСТЬ ВЕРШИН МНОГОГРАННИКА 
ЗАДАЧИ О КОММИВОЯЖЕРЕ

УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V,E) и два гамильтоновых 
цикла С и С' в графе G.
ВОПРОС. Верно ли, что С и С' соответствуют несмежным вер­
шинам “многогранника задачи о коммивояжере” для графа G?

Источник [411]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.

Комментарий. Результат остается справедливым и в “несим­
метричном” случае, когда G — ориентированный граф, а С 
и С' — ориентированные гамильтоновы циклы. Аналогичные за­
дачи о несмежности вершин многогранников, соответствующих 
паросочетанию и КЛИКЕ, могут быть решены за полиномиаль­
ное время [74].

[МП 9] РЮКЗАК
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество U, размер s (« )e Z +  
и стоимость u (u )e Z +  каждого u ^ U ,  положительные целые 
числа В к К.
ВОПРОС. Существует ли такое подмножество U' s  £/, что 

X  s ( u ) ^ B  и £  v { u ) ^ K ?
i i = U '  u e U ’

Источник [280]. К этой задаче сводится РАЗБИЕНИЕ.
Комментарий. Задача остается NP-полной, если s ( u ) = v ( u )  
для всех u ^ U  (СУММА РАЗМЕРОВ). С помощью метода ди­
намического программирования задача может быть решена за 
псевдополиномиальное время (см., например, [98, 324]).

[МП 10] ЦЕЛОЧИСЛЕННЫЙ РЮКЗАК
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество U, размер s ( a ) e Z +
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и стоимость »(u)eZ+  каждого элемента u e U ,  а также поло­
жительные целые числа В и К.
ВОПРОС. Можно ли так сопоставить каждому элементу u e U  
целое число с (и), чтобы выполнялись неравенства

2  с («) ■ s ( « X  В и £  с (и) • v (и) >  К?
u s U  u s  U

Источник [364]. К этой задаче сводится СУММА РАЗМЕРОВ.
Комментарий. Задача остается NP-полной, если s ( u ) = v ( u )  
для всех u e  U. Методом динамического программирования 
разрешима за псевдополиномиальное время. Если | С/1 =  2, то 
задача разрешима за полиномиальное время [210].

[МП 11] НЕПРЕРЫВНЫЙ РЮКЗАК С КРАТНЫМ 
ВЫБОРОМ ЭЛЕМЕНТОВ

УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество U, размеры s ( « ) e Z + 
и стоимость »(h) e Z+ каждого элемента из множества U, раз­
биение множества V на непересекающиеся подмножества U\,
U2 ........Um, положительные целые числа В и К.
ВОПРОС. Можно ли так выбрать по одному элементу щ из 
каждого подмножества lit, 1 ^  i ^  т ,  и так сопоставить им 
рациональные числа rt, 0 ^  г* ^  1, что будут выполнены нера­
венства

т т
X  г, ■ s(ui)<^B  и 2  г{ • v (U i)^  К?
i-l i-1

Источник [245]. К этой задаче сводится РАЗБИЕНИЕ.
Комментарий. Задача разрешима за псевдополиномиальное 
время, но остается NP-полной даже в том случае, если | Ul\ ^  
^ 2 ,  1 i ^  пг. Если | lh \ =  1 при 1 ^  i ш или если потре­
бовать только, чтобы п  0, но не устанавливать для rt верх­
ней границы, то она разрешима за полиномиальное время 
“жадными” алгоритмами [246].

[МП 12] ЧАСТИЧНО УПОРЯДОЧЕННЫЙ РЮКЗАК
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество U, отношение частич­
ного порядка <• на U, размер s (u )e Z +  и стоимость u ( n ) e Z + 
каждого элемента а е  U, положительные целые числа В и К- 
ВОПРОС. Существует ли такое подмножество U' £  U, что если 
Н Е  V' и а ' <-а, то и' е  U' и выполнены неравенства

£  и 2] v ( u ) ^ K t
иеС/' и '«=£/'



318 А. Приложение. Список N P -полных задач

Источник [152]. К этой задаче сводится КЛИКА. Рассматри­
ваемая задача обсуждается также в работе [249].
Комментарий. Задача NP-полна в сильном смысле, даже если 
s ( u ) = v { u )  для всех u ^ U .  Общая задача разрешима за псев- 
дополиномиальное время, если <■ есть частичное “древовидное” 
упорядочение [152].

[МП 13] ПОКООРДИНАТНЫЕ НЕРАВЕНСТВА 
МЕЖДУ ВЕКТОРАМИ

УСЛОВИЕ. Заданы два множества X =  {xi, *2, . . . ,£ * }  и У =  
=  { у г ,  У г ....... y i ] ,  состоящие из m-мерных целочисленных век­
торов.
ВОПРОС. Существует ли такой m-мерный целочисленный век­
тор z, что число векторов х,-, для которых выполнено неравен­
ство х, ^  2 , не меньше числа таких векторов р}, для которых 
выполнено неравенство у/ ^  z (здесь соотношение й ^  v выпол­
няется тогда и только тогда, когда у вектора й нет ни одной 
координаты, которая была бы меньше соответствующей коор­
динаты вектора й)?
Источник [429]. К этой задаче сводится ПОКОМПОНЕНТНОЕ 
ВКЛЮЧЕНИЕ (с равными весами).
Комментарий. Задача остается NP-полной, даже если все ком­
поненты векторов Xi или у/ принадлежат множеству {0 , 1 }.

А7. АЛГЕБРА И ТЕОРИЯ ЧИСЕЛ 

А7.1. Задачи о делимости

[АТЧ 1] КВАДРАТИЧНЫЕ СРАВНЕНИЯ
УСЛОВИЕ. Заданы положительные целые числа а, Ь и с. 
ВОПРОС. Существует ли положительное целое число х  <  с, 
такое, что х2 =г a (mod Ь) ?
Источник [373]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Задача остается NP-полной, даже если в условии 
даны разложение числа b на простые множители и решение 
данного сравнения по всем простым модулям, входящим в раз­
ложение числа Ь. Задача решается за полиномиальное время, 
если с =  оо (т. е. отсутствует ограничение на х сверху) и за­
дано разложение Ь на простые множители. В предположении 
истинности расширенной гипотезы Римана при простом Ъ за­
дача решается за полиномиальное время. В общем виде она 
тривиально разрешима за псевдополиномиальное время.
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[АТЧ 2] СИСТЕМА НЕСРАВНИМОСТЕЙ
УСЛОВИЕ. Задан набор {(яь bi), . . . .  (ап, Ьп)} упорядоченных 
пар положительных целых чисел, таких, что <и ^  &,■ при 1 ^  
^  i ^  п.
ВОПРОС. Существует ли такое целое число х, что х  =
=  a;(mod b i ) ,  1 ^  t ^  n?
Источник [503]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.

[АТЧ 3] СОВМЕСТНАЯ ДЕЛИМОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ 
МНОГОЧЛЕНОВ (*)

УСЛОВИЕ. Заданы векторы я ^ ( я ; [0].........яЛ/п]) и bi —
=  (йЛ0 ].........Ь( [т]), с положительными целыми
координатами.
ВОПРОС. Существуют ли такие положительные целые числа

т т
хи Х2, хт, что яг [0] - f  Ц  я, [/'] X, делит bt [0] +  £  bt [/'] х,?

/ - i / - i

Источник [348, 349]. К этой задаче сводится задача КВАДРАТ­
НЫЕ ДИОФАНТОВЫ УРАВНЕНИЯ.
Комментарий. Не известно, принадлежит ли задача классу NP, 
но при любом фиксированном п она принадлежит NP. При лю­
бом фиксированном п ^  5 задача NP-полна. В общем виде она 
неразрешима при условии, что компоненты векторов Xj могут 
принимать значения в кольце “целых” вещественного квадра­
тичного расширения поля рациональных чисел. В указанных 
выше работах приведены другие, близкие результаты о разреши­
мости и неразрешимости.
[АТЧ 4] СРАВНИТЕЛЬНАЯ ДЕЛИМОСТЬ

УСЛОВИЕ. Заданы две последовательности Яь я2, . . . ,  ап 
и b 1, Ьз, bm положительных целых чисел.
ВОПРОС. Существует ли положительное целое число с, для ко­
торого число таких i, что с делит at, больше числа таких /, что 
с делит &/?
Источник [429]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Задача остается NP-полной, если все 6 / раз­
личны и все я, различны [152].
[АТЧ 5] ДЕЛИМОСТЬ ПОКАЗАТЕЛЬНОГО 

ВЫРАЖЕНИЯ (*)
УСЛОВИЕ. Заданы две последовательности яь я2, . . . .  ап 
и b 1, Ьз, . . . .  bm положительных целых чисел и целое число q.

m п

ВОПРОС. Делится ли число П  (qbj— 0  на П 0 ? о< — 0 ?



320 А. Приложение. Список N P -полных задач

Источник [429]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.

Комментарий. Не известно, принадежит ли задача классу NP 
или классу co-NP, но она решается за псевдополиномиальное 
время обычным алгоритмом отыскания наибольшего общего де­
лителя. Остается N P-трудной для любого фиксированного зна­
чения q, |<7 | >  1 даже тогда, когда а,- и bi являются произве­
дениями различных простых чисел.

[АТЧ 6] НЕДЕЛИМОСТЬ ПРОИЗВЕДЕНИЯ 
МНОГОЧЛЕНОВ

УСЛОВИЕ. Заданы последовательности Л = < ( а * [ 1 ] ,  6 / [ 1 ] ) ,  . . .  
. . . ,  ( [/С], W l ) > ,  1 ^  t ^  m, таких пар целых чисел, что 
bi [/] =  0, а также целое число N.

ВОПРОС. Верно ли, что многочлен X II £  а< [Л • z b‘ 1 / 1 ) не де-
i = l  \ /= -1  /

лится на многочлен z N — 1 ?
Источник [430, 431]. К этой задаче сводится 3-ВЫП. Доказа­
тельство принадлежности классу NP нетривиально и получено 
во второй из указанных работ.

Комментарий. Близкая задача: “Заданы две последовательно­
сти <а 1, 0 2 .........а т > и <&i, Ьг............Ь„У положительных целых

я  m

чисел, требуется выяснить, делится ли Ц ( г ь 1 — l) на Ш * а‘ -
,-i 1-1

— 1)?“ — также NP-полна [429].
[АТЧ 7] НЕТРИВИАЛЬНЫЙ НАИБОЛЬШИЙ ОБЩИЙ 

ДЕЛИТЕЛЬ (*)
УСЛОВИЕ. Заданы последовательности А*=<(а*[1], 6/[1]), . . .  
. . . .  (а<[А], 6 i[A])>, 1 ^  i ^  т, пар целых чисел, таких, что 
b i [/] ^  0 .
ВОПРОС. Верно ли, что наибольший общий делитель много­

членов
пень?

Е  0.1 [/] Ш
/ -1

имеет положительную сте-

Исючник [430]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Не известно, принадлежит ли задача NP или 
co-NP. Задача остается NP-трудной, если все ai[j] равны — 1 
или + 1  [429] или если т =  2 [431]. Аналогичная задача, 
в условии которой дано также положительное целое число К 
и спрашивается верно ли, что наименьшее общее кратное за­
данных многочленов имеет степень меньше К при тех же огра­
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ничениях, является NP-трудной. С помощью стандартных алго­
ритмов обе задачи могут быть решены за псевдополиномиаль- 
ное время.

А 7 . 2 .  Разрешимость уравнений

[АТЧ 8 ] К В А Д Р А Т Н Ы Е  Д И О Ф А Н Т О В Ы  У Р А В Н Е Н И Я
УСЛОВИЕ. Заданы положительные целые числа а, Ь и с. 
ВОПРОС. Существуют ли положительные целые числа х н у ,  
такие, что ах2 +  by =  с?

Источник [373]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
h

Комментарий. Диофантовы уравнения вида axk =  с и £ а гхг =
» - i

=  с разрешимы в целых числах за полиномиальное время для 
произвольных ft. Общая диофантова задача: “Задан полином от 
ft переменных с целыми коэффициентами, имеется ли у него 
целый корень?” — неразрешима уже при ft =  13 [377]. Однако 
данная задача может быть значительно обобщена (на системы 
уравнений с несколькими переменными), оставаясь при этом 
в классе NP, для этого достаточно, чтобы только одна перемен­
ная входила нелинейным образом в уравнение системы [192].

[АТЧ 9]  А Л Г Е Б Р А И Ч Е С К И Е  У Р А В Н Е Н И Я  В  П О Л Е  G F [ 2 ]
УСЛОВИЕ. Заданы полиномы Pi(x\, Хг......... х„), 1 ^  i ^  т,
над GF [2] (любой моном любого полинома есть либо 1, либо 
произведение различных *,).
ВОПРОС. Существуют ли такие щ, Ыг, . . . .  и „ е { 0 , 1}, что 
Р;(нь «г. Ыл) =  0, 1 ^  i ^  т ,  причем арифметические опе­
рации выполняются в поле GF [2], т. е. 1 +  1 =  0, Ы  =  1 
и т. д.?
Источник [129]. К этой задаче сводится ТП-3.

Комментарий. Задача остается NP-полной даже в том случае, 
когда ни в одном из многочленов нет мономов, содержащих бо­
лее двух переменных [524]. Легко решается за полиномиальное 
время, если в многочленах нет мономов, содержащих более 
одной переменной или если i =  1. Вариант этой задачи, в кото­
ром иI принимают значения в алгебраическом замыкании GF
[2], является NP-трудным, даже если в многочленах нет моно­
мов, содержащих более двух переменных [129].

[АТЧ 1 0 ]  К О Р Н И  П О  М О Д У Л Ю  Р А В Н Ы Е  1 (*)
УСЛОВИЕ. Задан набор упорядоченных пар (a[t], £>[/]),
^  i ^  п, целых чисел, причем b [г] ^  0 .
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ВОПРОС. Верно ли, что многочлен £ а [ г ] - 2 Ь|<1 имеет корень
i =  1

на единичной окружности комплексной плоскости? Иными сло­
вами, существует ли комплексное число q, |< у |= 1 , такое, что

£ a [i]-< y b|i, =  0 ?
i ~ i

Источник [431]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Не известно, принадлежит ли задача NP или 
co-NP.

[АТЧ 11] Ч И С Л О  К О Р Н Е Й  П Р О И З В Е Д Е Н И Я  
П О Л И Н О М О В  ( * )

УСЛОВИЕ. Заданы последовательности А;=<(а,-[1], М П ). . . .  
. . . ,  (а;[&], &,[£])> пар целых чисел, причем все М Л ^  О, 
а также положительное целое число К.

ВОПРОС. Верно ли, что полином Ц (  X  а ЛЛ ) имеет ме-
i =  l \ / - 1  /

нее К  различных комплексных корней?
Источник [430]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Не известна принадлежность задачи ни NP, ни 
co-NP. Задача остается N P-трудной, если каждое а,-[у] равно 
— 1 или + 1  или если в условии имеется число М и спраши­
вается, существует ли у произведения многочленов не более К 
корней кратности М [430].

[АТЧ 12] ПЕРИОДИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ
Р Е К У Р Р Е Н Т Н О Г О  У Р А В Н Е Н И Я  ( * )

УСЛОВИЕ. Задана последовательность (с,-, Ы), 1 ^  i ^  т, упо­
рядоченных пар целых чисел с положительными 6 ,-.
ВОПРОС. Существует ли такая последовательность целых чи­
сел ао, а\, . . . ,  a„_i, /г ^  max {&,-}, что бесконечная последова­
тельность п0, fli, . . . .  определяемая рекуррентным уравнением

т

а1 = Ъ ° 1  -a(t-b{),

для всех i ^ n  удовлетворяет соотношению а ^ а ц modn>?

Источник [431]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Не известна принадлежность задачи ни классу 
NP, ни co-NP. В указанной работе приведены близкие резуль­
таты.
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А7.3. Разное
[АТЧ 13] ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЕРМАНЕНТА^)

УСЛОВИЕ. Заданы (0—1)-матрица Af порядка л Х п  и поло­
жительное целое К ^ п \
ВОПРОС. Верно ли, что значение перманента матрицы М 
равно Ю
Источник [522]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Задача является NP-трудной, но не известно, 
принадлежит ли она классу NP. То же самое справедливо для 
варианта, в котором спрашивается, верно ли, что значение пер­
манента не больше К или не меньше К. Задача вычисления 
значения перманента матрицы М КР-полна.

[АТЧ 14] ИНТЕГРАЛ ОТ ПРОИЗВЕДЕНИЯ КОСИНУСОВ
УСЛОВИЕ. Задана последовательность (аи а 2, . . . .  а„) целых 
чисел.

Источник [429]. К этой задаче сводится РАЗБИЕНИЕ.
Комментарий. Задача разрешима за псевдополиномиальное 
время. В указанной работе приведены близкие результаты 
о сложности задач интегрирования.

[АТЧ 15] ТОЧКА РАВНОВЕСИЯ
УСЛОВИЕ. Заданы набор {Fr. 1 ^  i ^  я} многочленов с це­
лыми коэффициентами от переменных x i ,  х г ........ х„ и конечные
области определения переменных М,- =  Z, 1 ^  i ^  п.
ВОПРОС. Существует ли такая последовательность у\, уг, . . .  
. . . .  уп, yi е М ;,  1 I ^  п, что для всех у е  Mi выполнены 
неравенства

РЛУи У2> •••■ У{-1> Уь У1+1» •••! Уп
> F ' i ( y b у г.........у ,_„ у ,  y i+ 1, . . . .  уп)?

Источник [463]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Задача остается NP-полной, даже если Mi =  
=  {0 , 1 }, 1 <  / <  я.

[АТЧ 16] УНИФИКАЦИЯ С КОММУТАТИВНЫМИ 
ОПЕРАТОРАМИ

УСЛОВИЕ. Заданы множество переменных V, множество кон­
стант С, упорядоченные пары (ei,ft) “выражений”. (Выражением

ВОПРОС. Верно ли, что
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называется либо переменная из V, либо константа из С, либо 
(e-\-f),  где е и / — выражения.)
ВОПРОС. Можно ли так сопоставить каждой переменной ч е У  
выражение /(« ) , не содержащее переменных, что / ( ? , ) = / ( / , )  
при (где 1(e)— выражение, получающееся заменой
каждой переменной v, входящей в е, выражением I(v),  а отно­
шение тождества определяется так: е =  /, если е =  / или если 
e =  (a-\-b) ,  f =  (c-\-d)  и либо а =  с, b =  d, либо а == d, 
Ь =  с)?
Источник [479]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.

Комментарий. Задача остается NP-полной, даже если каждое 
выражение а, и /,■ содержит не более 7 вхождений постоянных 
и переменных. Вариант задачи, в котором оператор +  не ком­
мутативен, т. е. е =  / и тогда и только тогда, когда е — /, раз­
решим за полиномиальное время [421].

[АТЧ 17] УНИФИКАЦИЯ ДЛЯ КОНЕЧНО­
ОПРЕДЕЛЕННЫХ АЛГЕБР

УСЛОВИЕ. Задана алгебра А, конечно-определенная с множе­
ством образующих G, набором операторов О различных конеч­
ных арностей и набором Г определяющих соотношений на пра­
вильно построенных выражениях над G и О. Заданы также 
два правильно построенных выражения е й /  над G и О и мно­
жество переменных V (детали см. в указанных ниже работах). 
ВОПРОС. Можно ли каждой переменной » е У  сопоставить 
единственный “терм” /(о) над G и О так, что если 1(e) и /(f) 
обозначают выражения, получающиеся заменой каждой пере­
менной в е й /  соответствующим термом, то 1(e) и 1(f) пред­
ставляют один и тот же элемент А?

Источник [300, 299]. К этой задаче сводится 3-ВЫП. Доказа­
тельство того, что задача принадлежит классу NP, нетриви­
ально и содержится во второй работе.

Комментарий. Задача остается NP-полной, если только е или 
только / содержит символы переменных. В работе [301] изло­
жены кванторные версии рассматриваемой задачи, которые яв­
ляются полными в классе P-SPACE и  в  различных уровнях 
полиномиальной иерархии.

[АТЧ 18] ПРЕДСТАВИМОСТЬ ЦЕЛОЧИСЛЕННЫМ 
ВЫРАЖЕНИЕМ

УСЛОВИЕ. Заданы целочисленное выражение е над операто­
рами U и -[- (целочисленное выражение определяется рекур­
сивно: двоичное представление числа f i e  Z+ есть целочисленное
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выражение, представляющее множество {л}, если / и g  есть 
целочисленные выражения, представляющие множества F и G, 
то f \ j g  есть целочисленное выражение, представляющее мно­
жество FUG, a f +  g  есть целочисленное выражение, представ­
ляющее множества { m - ) - n : r a e F  и n e G ) ,  а также положи­
тельное целое число К.
ВОПРОС. Принадлежит ли К множеству, представляемому вы­
ражением е?
Источник [503]. К этой задаче сводится СУММАРНЫЙ ВЕС 
ПОДМНОЖЕСТВА.
Комментарий. Близкая задача НЕЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ ЦЕ­
ЛОЧИСЛЕННЫХ ВЫРАЖЕНИЙ: “По двум заданным цело­
численным выражениям е й /  определить, представляют ли они 
различные множества?" — является NP-трудной и на самом 
деле полна в классе 2? полиномиальной иерархии ([503, 500], 
см. также разд. 7.2). Если допустить применение оператора 
“Т \  где Пе представляет множество всех целых чисел, не пред­
ставляемых е, то обе задачи о представимости и неэквивалент­
ности становятся P-SPACE-полными, см. [503].

А8 . ИГРЫ И ГОЛОВОЛОМКИ 
[ИГ 1] ОБОБЩЕННЫЙ ГЕКС (*)
УСЛОВИЕ. Задан граф G — (V,E) ,  в нем выделены две вер­
шины s, / g F.
ВОПРОС. Имеет ли игрок 1 фррсированный выигрыш в опи­
санной ниже игре на графе G?

Описание игры. Игроки поочередно выбирают вершину из 
V \{ s ,  /}; вершины, выбранные игроком 1 , “окрашиваются” 
в синий цвет, а выбранные игроком 2  — в красный. Игра про­
должается до тех пор, пока не будут окрашены все выбранные 
вершины, причем игрок 1 выигрывает тогда и только тогда, 
когда найдется путь из s в / в графе G, проходящий только 
через синие вершины.

Источник [119]. К этой задаче сводятся БУЛЕВСКИЕ ФОР­
МУЛЫ С КВАНТОРАМИ (БФК) (см. разд. А9.2).

Комментарий. Задача является P-SPACE-полной. Версия за­
дачи, в которой игроки поочередно выбирают ребра, а не вер­
шины (известная под названием “переключательная игра Шен­
нона на ребрах”), разрешима за полиномиальное время [62]. 
Если граф G ориентирован и игрок 1 стремится получить синий 
ориентированный путь из s в /, то обе задачи (т. е. выбор вер­
шин и выбор ребер) являются P-SPACE-полными [119].
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[ИГ 2 ] ОБОБЩ ЕННАЯ ГЕОГРАФИЯ (*)
УСЛОВИЕ. Задан ориентированный граф G = ( V ,  А) и выде­
ленная в нем вершина i>0 е  V.
ВОПРОС. Имеет ли игрок 1 форсированный выигрыш в описан­
ной ниже игре на G?

Описание игры. Игроки поочередно выбирают новую дугу 
из А. Первая дуга должна иметь своим началом вершину vq, 
а каждая последующая выбранная дуга должна иметь своим 
началом конец последней выбранной до этого дуги. Игрок, кото­
рый первым окажется не в состоянии выбрать новую дугу, про­
игрывает.
Источник [473]. К этой задаче сводится БУЛЕВСКИЕ ФОР­
МУЛЫ С КВАНТОРАМИ (БФК) (см. разд. А9.2).
Комментарий. Задача P-SPACE-полна, даже если граф дву­
дольный, планарный и имеющий степени захода и выхода, не 
превосходящие 2, и степени вершин не превосходят 3 (ПЛА­
НАРНАЯ ГЕОГРАФИЯ) [345]. Игра является обобщением из­
вестной игры “география”, или “города”, в которой игроки по­
очередно называют города, причем название каждого города 
должно начинаться с той буквы, на которую оканчивается на­
звание предыдущего города.

[ИГ 3] ОБОБЩЕННЫЕ «КЕЙЛИ» (*)
УСЛОВИЕ. Задан граф G =  {V,E).
ВОПРОС. Имеет ли игрок 1 форсированный выигрыш в описан­
ной ниже игре на G?
L Описание игры. Игроки поочередно выбирают вершину 
в графе, причем эта вершина и все ей смежные выбрасываются 
из графа. Игрок 1 выигрывает тогда и только тогда, когда 
игрок 2  оказывается первым игроком, который не может вы­
брать вершину, так как они уже все выброшены.
Источник [473]. К этой задаче сводится БФК (см. разд. А9.2).
Комментарий. Задача P-SPACE-полная. Рассмотрим версию 
задачи, в которой G =  (Vi (JK2, Е ) — двудольный граф, каждое 
ребро которого имеет одну вершину в Vi, а другую — в У2, 
и, кроме того, игрок i может выбирать вершины из множества 
Vi (причем все смежные вершины, как и раньше, выбрасы­
ваются), эта задача также' является P-SPACE-полной. Описа­
ние игры в “кейли”, на которой основано приведенное выше 
обобщение, можно найти в [89].

[ИГ 4] ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОЕ ПРИСВОЕНИЕ ЗНАЧЕНИИ 
ИСТИННОСТИ (*)

УСЛОВИЕ. Заданы последовательность переменных U =< «i,
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иг.........  и») и семейство С дизъюнкций над U (так же как
в задаче ВЫПОЛНИМОСТЬ).
ВОПРОС. Имеет ли игрок 1 форсированный выигрыш в опи­
санной ниже игре на U и С?

Описание игры. Игроки поочередно присваивают значение 
истинности переменным из U, причем на i-м ходу игрок 1 при­
сваивает значение переменной ы2<-ь а игрок 2  — переменной «21- 
Игрок 1 выигрывает тогда и только тогда, когда в результате 
присвоения переменным значений истинности все дизъюнкции 
из С оказываются выполненными.
Источник [503]. К этой задаче сводится БФК (см. разд. А9.2).
Комментарий. Задача P-SPACE-полная, даже если все дизъюнк­
ции в С содержат только три литерала. Она разрешима за по­
линомиальное время, если каждая дизъюнкция содержит не 
более двух литералов [474].
[ИГ 5] ПРИСВОЕНИЕ ИСТИННОСТИ С РАЗБИЕНИЕМ 

МНОЖЕСТВА ПЕРЕМЕННЫХ (*)
УСЛОВИЕ. Задано множество переменных V и семейство С 
дизъюнкций над U.
ВОПРОС. Имеет ли игрок 1 форсированный выигрыш в опи­
санной ниже игре на Г  и С?

Описание игры. Игроки поочередно выбирают переменные из 
U до тех пор, пока не будут выбраны все переменные. Игрок 1 
выигрывает тогда и только тогда, когда набор значений “ис­
тина” у переменных игрока 1 и значений “ложь” у переменных 
игрока 2 приводит к выполнению-всех дизъюнкций из С.
Источник [473]. К этой задаче сводится БФК (см. разд. А9.2).
Комментарий. Задача P-SPACE-полная, даже если все дизъ­
юнкции содержат литералы без отрицаний (т. е. не содержат 
литералов вида й, если н е ! / ) .  Аналогичные результаты для 
нескольких других игр на логических выражениях можно найти 
в [473].
[ИГ 6 ] ФИЛЬТР (*)
УСЛОВИЕ. Заданы два семейства Л и В подмножеств конеч­
ного множества X, причем Л и В не имеют общих подмножеств. 
ВОПРОС. Имеет ли игрок 1 форсированный выигрыш в описан­
ной ниже игре на Л, В и X?

Описание игры. Игроки поочередно выбирают элементы из 
X до тех пор, пока множество X' всех выбранных элементов не 
будет пересекаться либо с каждым подмножеством из Л, либо 
с каждым подмножеством из В. Игрок 1 выигрывает тогда 
и только тогда, когда множество X' всех выбранных элементов 
пересекается с каждым подмножеством из В, причем если
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последний ход сделан игроком 1 , то X' не должно пересекаться 
с каждым подмножеством из А.
Источник [473]. К этой задаче сводится БФК (см. А9.2). 
Комментарий. Задача P-SPACE-полная.

[ИГ 7] НАКРЫВАЮ Щ ЕЕ МНОЖЕСТВО (*)
УСЛОВИЕ. Задано семейство С подмножеств базисного мно­
жества В.
ВОПРОС. Имеет ли игрок 1 форсированный выигрыш в опи­
санной ниже игре на С и В?

Описание игры. Игроки поочередно выбирают новые эле­
менты из В до тех пор, пока для каждого с е С  не окажется 
выбранным какой-то элемент из с. Игрок, ход которого приво­
дит к этой ситуации, проигрывает.

Источник [473]. К этой задаче сводится БФК (см. разд. А9.2).

Комментарий. Задача P-SPACE-полная, даже если все множе­
ства в С содержат не более двух элементов (исходная задача 
НАКРЫВАЮЩЕЕ МНОЖЕСТВО в этом случае полиномиально 
разрешима). Если поменять местами выигрывающего и проиг­
рывающего, задача будет P-SPACE-полной, даже когда все 
множества в С содержат не более трех элементов.

[ИГ 8 ] МАКСИМАЛЬНОЕ ВЗВЕШ ЕННОЕ 
ПАРОСОЧЕТАНИЕ (*)

УСЛОВИЕ. Заданы граф G =  (V, Е), веса m (e )e Z +  для всех 
и граница В е  Z+.

ВОПРОС. Имеет ли игрок 1 форсированный выигрыш в описан­
ной ниже игре на G?

Описание игры. Игроки поочередно выбирают новое ребро 
из Е, при этом выбранное ребро не должно иметь общих концов 
с выбранными ранее ребрами. Как только сумма весов всех 
выбранных ребер превосходит В, игрок 1 выигрывает.
Источник [102]. К этой задаче сводится БФК (см. разд. А9.2).
Комментарий. Задача P-SPACE-полная, хотя соответствующая 
задача о максимальном взвешенном паросочетании разрешима 
за полиномиальное время [324].

[ИГ 9] УНИЧТОЖЕНИЕ (*)
УСЛОВИЕ. Заданы ориентированный ациклический граф G =  
=  (V,A) ,  семейство {Л ,|1 ^ 1 ^ г }  (возможно, пересекающих­
ся) подмножеств множества А, функция f0, отображающая V 
в {0 , 1 , 2 ........ г}, где /о( у ) =  t >  0  означает, что пометка типа i
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присвоена вершине v, a fo(v) =  0  означает, что v не помечена. 
ВОПРОС. Имеет ли игрок 1 форсированный выигрыш в опи­
санной ниже игре на G?

Описание игры. Позицией называется /: У-»-{0, 1, . . . ,  г), 
причем /о — это начальная позиция. Игроки делают ходы по 
очереди. Ход каждого игрока состоит в .том, что он выбирает 
некоторую вершину s e V  с пометкой f(v) >  0  и дугу (и, 
е  Лц0) и затем переносит пометку с вершины v на вершину w. 
Точнее, новая позиция / ' имеет тот же вид, что и f, за исклю­
чением того, что f '(v) =  0  и

если f ( w ) >  0 ; 
если f(w) — 0 .

(Это значит, что если f ( w ) > 0 ,  то пометка, перенесенная на w, 
и пометка, присвоенная ранее вершине w, “взаимно уничто­
жаются”.) Игрок 1 выигрывает тогда и только тогда, когда 
игрок 2  оказывается неспособным сделать очередной ход.
Источник [129]. К этой задаче сводится ВЕРШИННОЕ ПО­
КРЫТИЕ.
Комментарий. Задача NP-трудна и принадлежит P-SPACE, но 
не известно, является ли она P-SPACE-полной. Она остается 
NP-трудной, даже если г — 2 и А  П А2 =  0 .  Задача разрешима 
за полиномиальное время, если г = 1  [128]. Аналогичные ре­
зультаты, устанавливающие N P-трудность для других игр с по­
метками на ориентированных гр'афах, можно найти в [129].

[ И Г  1 0 ]  Ш А Ш К И  Н А  Д О С К Е  N  X  N  ( * )
УСЛОВИЕ. Заданы: положительное число N; разбиение черных 
полей на шахматной доске размером А Х  А на три группы: 
(а) пустые поля, (б) поля, занятые черными дамками, и 
(в) поля, занятые красными дамками; информация, чей ход 
первый (красных или черных).
ВОПРОС. Имеют ли черные форсированный выигрыш в задан­
ной позиции в игре, играемой по стандартным правилам шашек 
на расширенной доске размером А Х  А (при соответственно 
увеличенном числе шашек)?
Источник [127]. К этой задаче сводится ПЛАНАРНАЯ ГЕО­
ГРАФИЯ-
Комментарий. Задача P-SPACE-трудна. При некоторых прави­
лах она P-SPACE-полна. Близкая задача, в которой спраши­
вается, могут ли черные взять все шашки красных за один ход, 
разрешима за полиномиальное время.
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[ИГ 11] Г О  Н А  Д О С К Е  N  X N  (*)
УСЛОВИЕ. Заданы: положительное число N; разбиение “точек” 
на доске для игры в “го" размером А Х  А на три группы: 
(а) пустые, (б) занятые черными фишками, (в) занятые белыми 
фишками; информация, кто ходит первым, белые или черные. 
ВОПРОС. Имеют ли белые форсированный выигрыш в задан­
ной позиции в игре, играемой по стандартным правилам “го” 
на расширенной доске?

Источник [345]. К этой задаче сводится ПЛАНАРНАЯ ГЕО­
ГРАФИЯ-
Комментарий. Задача P-SPACE-трудна.

[ИГ 12] Л Е В Ы Й  — П Р А В Ы Й  Х А К Е Н Б У Ш
УСЛОВИЕ. Заданы: отдельный предмет из “гарнитура красного 
дерева”, представимый в виде связного графа G = { V , E )  с вы­
деленной вершиной о е У ,  называемой “основанием”; разбиение 
ребер графа на множества L и R, где L — множество ребер, 
содержащих вершину v и называемых “ножками”, a R =  E \ L ,  
причем каждая “ножка” имеет общую вершину не более чем 
с одним ребром из R, называемым ее “стойкой” (не все ребра 
в R, однако, являются “стойками”); положительное целое 
число К.
ВОПРОС. Найдется ли “цена” игры ЛЕВЫЙ-ПРАВЫЙ ХА­
КЕНБУШ на графе G, меньшая и равная 2-к?. Описание игры 
и определение “цены игры” см. в [89].

Источник [37]. К этой задаче сводится ПОКРЫТИЕ МНО­
ЖЕСТВ.
Комментарий. Задача остается NP-полной даже для двудоль­
ного графа G. Она разрешима за полиномиальное время, если 
граф G — дерево. Следствием этого результата является то, что 
задача выяснения, имеется ли в этой игре выигрыш для иг­
рока 1, является NP-трудной.

[ИГ 1 3 ]  О Б Л И Ц О В К А  К В А Д Р А Т А
УСЛОВИЕ. Заданы: множество красок С; семейство Т е  С4 
“керамических плиток”, где <а, b, с, d) обозначает плитку, у ко­
торой верх, правая сторона, низ, левая сторона окрашены 
соответственно в цвета а, b, с, d ; положительное целое число 
N < \ C \ .
ВОПРОС. Существует ли покрытие квадрата размером А Х  Л’ 
плитками из Т, т. е. можно ли поставить в соответствие каждой 
паре ( t , /), 1 ^  I ^  N, 1 sg: / ^  N, некоторую плитку А =  
=  A (t,/ ) е 7 ” так, что, во-первых, если f ( i , j ) = ( a , b , c , d >
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и f (t -f- 1 , /) =  (a', b', с \ d'}, то а =  с' , и, во-вторых, если 
f U, j) =  <а. ь, с, d> и f(i, /  +  1) =  <а b', с', d ') , то Ь =  d'?
Источник [154]. К этой задаче сводится ОРИЕНТИРОВАН­
НЫЙ ГАМИЛЬТОНОВ ПУТЬ.
Комментарий. Вариант задачи, когда спрашивается, можно ли 
с помощью множества Т покрыть плитками всю плоскость 
(Z X Z ) “периодически” с периодом меньшим, чем N, также 
является NP-полной задачей. В общем случае задача “выяс­
нить, можно ли с помощью некоторого множества плиток по­
крыть всю плоскость”, неразрешима [36], точно так же как 
и задача “выяснить, можно ли с помощью некоторого множе­
ства плиток покрыть плоскость периодически”.

[ИГ 1 4 ]  С О С Т А В Л Е Н И Е  К Р О С С В О Р Д А
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество слов ^ £ 2 "  и мат­
рица А из нулей и единиц размером пЖп.
ВОПРОС. Можно ли составить кроссворд размером п Х п  из 
слов множества W так, чтобы слова записывались в клетки, 
соответствующие нулям в А? Другими словами, если Е — это 
множество пар (г,/), таких, что Ац =  0, то существует ли 
отображение /: £->-2 , такое, что буквы, приписываемые любой 
горизонтальной или вертикальной последовательности (макси­
мальной длины) элементов из £, образуют слово из W?
Источник [342]. К этой задаче сводится ТП-3.
Комментарий. Задача остается NP-полной, даже если все эле­
менты матрицы А есть нули.

[ИГ 1 5 ]  О Б О Б Щ Е Н Н А Я  И Г Р А  « И Н С Т А Н Т  И Н С А Н И Т И »
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество С “красок” и множе­
ство Q кубиков, | Q] =  | С | и все грани кубиков из Q окрашены 
в заданные цвета из С.
ВОПРОС. Можно ли кубики Q выстроить в один вертикальный 
столбик так, чтобы каждый цвет из С появлялся ровно один 
раз на каждой из четырех сторон столбика?
Источник [452]. К этой задаче сводится ТОЧНОЕ ПОКРЫТИЕ.
Комментарий. Имеется соответствующая игра двух лиц, в кото­
рой игроки по очереди помещают очередной кубик на верх 
столбика, причем игрок 1 пытается построить столбик, удовле­
творяющий сформулированному выше условию, а игрок 2  
препятствует этому. Задача “выяснить, имеет ли игрок 1 форсиро­
ванный выигрыш в этой игре”, является P-SPACE-полной. На­
звание ИНСТАНТ ИНСАНИТИ (INSTANT INSANITY) — тор­
говый знак, принадлежащий фирме Parker Brothers, Inc.
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А 9 .  Л О Г И К А

А 9 . 1 .  П р о п о з и ц и о н а л ь н а я  л о г и к а

(ЛОГ 1] в ы п о л н и м о с т ь
УСЛОВИЕ. Заданы множество переменных U и набор С дизъ­
юнкций над U (определение см. в разд. 2 .6 ).
ВОПРОС. Существует ли для набора дизъюнкций С выполняю­
щий набор истинностных значений?

Источник [91]. NP-полнота задачи доказана в теореме Кука.

Комментарий. Задача остается NP-полной даже в том случае, 
если |с | =  3 для всех с е  С (3-ВЫП) или если | с | ^ 3  для 
всех с е  С, а также если для каждой переменной u e U  
имеется не более трех дизъюнкций, содержащих и или й. За­
дача NP-полна и тогда, когда | с | ^ 3  для всех с е  С и дву­
дольный граф G =  (V, Е) планарен (ПЛАНАРНАЯ 3-ВЫП) 
(здесь V =  U[)C,  а Е состоит из таких пар {и, с}, что и или й 
принадлежит дизъюнкции с). Общая задача разрешима за по­
линомиальное время, если | с | ^ 2  для всех с е  С (см., напри­
мер, (114]).

(ЛОГ 2] 3 - В Ы П О Л Н И М О С Т Ь  ( 3 - В Ы П )
УСЛОВИЕ. Заданы множество переменных U и такой набор С 
дизъюнкций над U, что |с | =  3 для каждой дизъюнкции с е  С. 
ВОПРОС. Существует ли для набора дизъюнкций С выполняю­
щий набор истинностных значений?

Источник [91]. К этой задаче сводится ВЫПОЛНИМОСТЬ.

Комментарий. Задача остается NP-полной даже в том случае, 
если каждая дизъюнкция содержит только сами переменные 
или только их отрицания (МОНОТОННАЯ 3-ВЫП) [174] или 
если для каждой переменной не более 5 дизъюнкций из С со­
держат или литерал и или «.

[ЛОГ 3] 3 В Ы П  П Р И  Р А З Л И Ч Н Ы Х  Л И Т Е Р А Л А Х
УСЛОВИЕ. Заданы множество переменных U и такой набор С 
дизъюнкций над U, что |с | =  3 для каждой дизъюнкции с е  С. 
ВОПРОС. Существует ли для набора С такой выполняющий 
набор истинностных значений, что в каждой дизъюнкции из С 
найдется по крайней мере один истинный и один ложный ли­
терал?

Источник [474]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.



А9. Логика 333

[ЛОГ 4] 3 - В Ы П  П Р И  О Д Н О М  И С Т И Н Н О М  Л И Т Е Р А Л Е
УСЛОВИЕ. Заданы множество переменных U  и такой набор С 
дизъюнкций над U, что |с | — 3 для каждой с е  С.
ВОПРОС. Существует ли для U  такой выполняющий набор 
истинностных значений, что для каждой дизъюнкции в С 
имеется в точности один истинный литерал?
Источник [474]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Задача остается NP-полной даже в том случае, 
если ни одна с е С  не содержит отрицаний переменных.

[ЛОГ 5] М А К С И М А Л Ь Н А Я  2 - В Ы П О Л Н И М О С Т Ь
УСЛОВИЕ. Заданы множество переменных £/; такой набор С 
дизъюнкций над U, что |с | =  2 для всех с е  С; положительное 
целое число К ^  | С|.
ВОПРОС. Существует ли для U набор истинностных значений, 
выполняющий не менее К дизъюнкций из набора С?
Источник [157]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Разрешима за полиномиальное время при К =  
=  |С | (см., например, [114]).

[ЛОГ 6 ] О Б О Б Щ Е Н Н А Я  В Ы П О Л Н И М О С Т Ь
УСЛОВИЕ. Заданы положительные целые числа k\, k2, . . . ,  km, 
последовательность 5 =  (R\, R2, . . . .  Rm> подмножеств R{ s  
s  {T , F}k^ множество переменных U и для всех i, 1 ^  i ^  m, 
множества С;, состоящие из наборов по kt переменных из мно­
жества U.
ВОПРОС. Существует ли такой набор истинностных значений 
t : l/-> {7 \ F}, что для всех i, 1 ^  i ^  т, и для всех наборов 
(и [ 1 ], и [2], . . . ,  и [ki]) е  Ci имеет место

(/(« [ 1 ]), /(« [ 2 ]).........f (и [*,])) е  Я,?
Источник [474]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Если для заданной последовательности S не вы­
полняется одна из шести перечисленных ниже возможностей, 
то задача NP-полна, в противном случае она разрешима за по­
линомиальное время. Упомянутые возможности таковы:

(1) каждое Ri содержит {Т}к‘>
(2 ) каждое /?, содержит
(3) каждое Rt логически “эквивалентно” некоторому выра­

жению, имеющему конъюнктивную нормальную форму и содер­
жащему в каждой дизъюнкции по крайней мере одно отри­
цание;
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(4) каждое /?, логически “эквивалентно” некоторому выра­
жению, имеющему конъюнктивную нормальную форму и содер­
жащему в каждой дизъюнкции по крайней мере один литерал 
без отрицания;

(5) каждое /?, логически “эквивалентно” некоторому выра­
жению, имеющему конъюнктивную нормальную форму и содер­
жащему в каждой дизъюнкции не более двух литералов;

(6) каждое Ri есть “множество решений” некоторой системы 
уравнений над GF [2].

NP-полнота задач 3-ВЫП, 3-ВЫП ПРИ РАЗЛИЧНЫХ ЛИ­
ТЕРАЛАХ и 3-ВЫП ПРИ ОДНОМ ИСТИННОМ ЛИТЕРАЛЕ 
вытекает из приведенной классификации. Если допустить при­
надлежность fei-мерных наборов из множества Ci множеству 
(U П {Т, F}k‘) (“формулы с константами”),то  задача NP-полна 
даже в том случае, если выполнены условия (1) или (2), но 
по-прежнему разрешима за полиномиальное время, если выпол­
няется одно из условий (3) — (6). Квантифицированная версия 
задачи “с константами”, в которой дополнительно задана по­
следовательность Qi, Q2, Qn кванторов V и 3  и вопрос за­
ключается в истинности формулы

(QiW|) (Q2«2) . . .  (Q„m„) [с е  Rt для всех с е С , ,  1 <  i <  m\,

является P-SPACE-полной, даже если зафиксировать последо­
вательность S, не удовлетворяющую свойствам (3) — (6). Если 
последовательность S удовлетворяет одному из свойств (3)— 
(6), то последняя задача разрешима за полиномиальное время.

[ЛОГ 7] ВЫПОЛНИМОСТЬ БУЛЕВСКИХ ВЫРАЖЕНИЙ
УСЛОВИЕ. Заданы множество переменных U и подмножество 
В множества всех 16 возможных двуместных булевских связок, 
а также правильно построенное булевское выражение Е над U 
и В.
ВОПРОС. Существует ли набор истинностных значений пере­
менных множества U, при котором выражение Е  выполнено?
Источник [91]. Общая сводимость1).
Комментарий. Задача остается NP-полной, если В состоит 
только из четырех булевских связок {A, V , Л} или любого 
другого полного набора булевских связок. Задача NP-полна 
также для любого неполного множества булевских связок, со­
держащего в качестве подмножества одно из следующих мно­
жеств: {т4}, {У1}, { ^ ,  V} или {Ф , А ), см. [341]. Задача раз-

‘) Имеется в виду сводимость, описанная при доказательстве теоремы 
Кука, см. стр. 57. — Прим. ред.
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решима за полиномиальное время для любого неполного набора 
булевских связок, не включающего ни одного из четырех пере­
численных выше множеств.
[ЛОГ 8] ОТСУТСТВИЕ ТАВТОЛОГИИ
УСЛОВИЕ. Задано булевское выражение Е на множестве пе­
ременных U, в котором используются булевские связки “Й” 
(не), “V ” (или), “ А ” (и) и (следует).
ВОПРОС. Верно ли, что Е не тавтология, т. е. существует ли 
такой набор истинностных значений переменных множества U, 
что Е принимает значение “ложь”?
Источник [91]. К этой задаче сводится ВЫПОЛНИМОСТЬ.
Комментарий. Задача остается NP-полной даже тогда, когда 
Е имеет “дизъюнктивную нормальную форму”, каждый дизъюнк­
тивный член которой содержит не более трех литералов.

[ЛОГ 9] МИНИМАЛЬНАЯ ДИЗЪЮНКТИВНАЯ 
НОРМАЛЬНАЯ ФОРМА

УСЛОВИЕ. Заданы множество переменных U =  (щ, иг, , ип}, 
множество А =  {Т, F}" “наборов истинностных значений” и по­
ложительное целое число К.
ВОПРОС. Существует ли над множеством переменных U такая 
дизъюнктивная нормальная форма Е, содержащая не более К 
дизъюнктивных членов, что Е истинна только для наборов 
истинностных значений из множества А?
Источник [173]. К этой задаче сводится МИНИМАЛЬНОЕ ПО­
КРЫТИЕ.
Комментарий. Вариант задачи, в котором условие содержит 
полную таблицу истинностных значений, т. е. два непересекаю- 
щихся подмножества А к В, A, B ^ { T , F } n, A [ j B = { T , F } n, 
и спрашивается, будет ли Е истинно для наборов истинностных 
значений из множества А и ложно для наборов истинностных 
значений из множества В, также NP-полон, хотя в последнем 
случае длина записи условия может быть гораздо больше [374].

[ЛОГ 10] ПОЛНОТА НАБОРА СВЯЗОК
УСЛОВИЕ. Заданы множество переменных U и набор С пра­
вильно построенных булевских выражений над U.
ВОПРОС. Верно ли, что набор С полон? Набор С называется 
полным, если существует такое полное множество логических 
связок (т. е. унарных и бинарных операторов) D =  {0i, 02, . . .  
. . . ,  0*}, что для каждого оператора O je D  найдется выражение 
Е е  С и отображение s: U ^ { a , b ) ,  для которых s(E) =  a0;fe 
или s ( £ ) =  Qta (в зависимости от унарности или бинарности 0<).
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А9.2. Разное

[ЛОГ 11] БУЛЕВСКИЕ ФОРМУЛЫ 
С КВАНТОРАМИ БФК (*)

УСЛОВИЕ. Заданы множество переменных U =  {иь ыг, . . . ,  ип} 
и правильно построенная булевская формула с кванторами 
F =  (QiU\) (Q2U2) . . .  (QnUn)E , где Е — булевское выражение, 
a Q есть либо V, либо 3.
ВОПРОС. Верно ли, что F истинна?
Источник [503]. Общая сводимость.
Комментарий. Задача P-SPACE-полна даже в том случае, 
когда Е — дизъюнктивная нормальная форма и каждая дизъ­
юнкция содержит не более трех литералов (3-ВЫП С КВАН­
ТОРАМИ). Но если в каждой дизъюнкции имеется не более 
двух литералов, то задача разрешима за полиномиальное время 
[474]. Если ограничиться только формулами, содержащими не 
более k перемен кванторов (т. е. такими формулами F, что 
имеется не более k таких индексов i, что Qi¥=Qi+i), то задача 
полна в некотором зависящем от k и Qi классе полиномиальной 
иерархии (см. разд. 7.2).

[ЛОГ 12] ТЕОРИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 
С РАВЕНСТВОМ (*)

УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество переменных U =  
=  {«1, Иг........ «п}, предложение S над V в теории первого по­
рядка с равенством. (Предложения этой теории определяются 
индуктивно следующим образом: “выражением” называется фор­
мула вида “и — и”, где и, v е  U, либо формула вида “~\Е", 
“ (E V F ) " ,  “(Е A F)"  или “ (£ = > £ )”, где Е и F — выражения. 
Предложением называется формула вида ( Q \ U \ )  (Q2M2) . . .  
. . .  (Qnun)E , где Е — выражение, a Qi — один из кванторов V 
или 3.)
ВОПРОС. Верно ли, что предложение 5 истинно во всех моде­
лях теории?
Источник [503]. Общая сводимость.

Комментарий. Задача P-SPACE-полна. Аналогичная задача 
P-SPACE-трудна для любой теории первого порядка, имеющей 
модель, в которой какой-нибудь предикатный символ интерпре­
тирован в виде не тождественно истинного отношения [233].

[ЛОГ 13] Бб-ВЫПОЛНИМОСТЬ МОДАЛЬНОЙ л о г и к и
УСЛОВИЕ. Задана правильно построенная модальная формула 
А над конечным множеством переменных U. Модальная фор­
мула— это либо переменная « е 7 / ,  либо формула вида
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“ (Л Л  В )”, “ \А" или “ПИ”, где А и В — модальные формулы. 
ВОПРОС. Верно ли, что формула А является “55-выполнимой”? 
Иначе говоря, существует ли модель (W,R,  V), где W — множе­
ство, R — рефлексивное, транзитивное и симметричное бинарное 
отношение на W, а У— такое отображение множества LTX.W 
в множество {Т, F}, что для некоторого ш е И ?  выполняется ра­
венство У (Л, до) = 7 ?  Отображение У продолжается на фор­
м у л ы  согласно следующим правилам: У (Л А  В, w ) = T  тогда 
и только тогда, когда У (Л, до) =  У ( В ,  до) =  Г; У( I Л, до) =  Г 
тогда и только тогда, когда У (Л, w ) = F ;  У(ШЛ, д о )= Г  тогда 
и только тогда, когда У(Л, до') =  Т для всех д о 'е  W, таких, что 
(до, до ')е  R.

Источник [314]. К этой задаче сводится 3-ВЫП. Доказатель­
ство принадлежности задачи к классу NP-нетривиально.

[ЛОГ 14] ДОКАЗУЕМОСТЬ В МОДАЛЬНОЙ ЛОГИКЕ (*)
УСЛОВИЕ. Заданы правильно построенная модальная фор­
мула Л, модальная система S e  {К, Т, S4}. (Детали см. в [314] 
или [229].)
ВОПРОС. Доказуема ли формула Л в системе S?

Источник [314]. К этой задаче сводится БФК.

Комментарий. Задача P-SPACE-полна для фиксированной си­
стемы S е  {К, Т, S4} или для любой другой фиксированной мо­
дальной системы, в которой можно доказать все доказуемое 
в К и нельзя доказать ничего недоказуемого в S4.

[ЛОГ 15] ЛОГИКА ПРЕДИКАТОВ БЕЗ ОТРИЦАНИЯ
УСЛОВИЕ. Заданы множество переменных U =  {«,, щ , . . .  и„},
множество символов функций F =  ........ множество
символов отношений /? =  {/?'■, /?'2, . . . .  R'l} ( m ^ O  и ^ к о ­
размерности соответствующих функций и отношений), пра­
вильно построенное логическое предложение Л без отрицаний 
над U, F и R. (Такие предложения определяются индуктивно:
терм есть переменная и е 1 /  или выражение вида ........tm)r
где tt — терм. Формула есть выражение вида /] =  t2, где /, и t2 — 
термы, или выражение вида /?'*(/,, /2, . . . ,  /г<), где — терм, 
или выражение вида (Л Д В), (А V В), Чщ (Л), Бщ (Л), где Л 
и В — формулы, щ е  U. Предложением называется формула, 
на каждую переменную которой навешен квантор, предшест­
вующий ее вхождению в формулу.)

ВОПРОС. Верно ли, что предложение Л истинно при всех 
интерпретациях F и R?
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Источник [302]. К этой задаче сводится 3-ВЫП. Доказатель­
ство того, что задача принадлежит классу NP, нетривиально.

Комментарий. Задача остается NP-полной даже тогда, когда 
отсутствуют кванторы общности, символы отношений и имеются 
только две функции размерности 0  (т. е. константы).

[ЛОГ 16] ВЫПОЛНИМОСТЬ КОНЪЮНКЦИЙ
ВЫРАЖЕНИИ, ВКЛЮЧАЮЩИХ ФУНКЦИИ 
И НЕРАВЕНСТВА

УСЛОВИЕ. Заданы множество переменных U, множество F 
одноместных символов функций и набор С выражений вида 
U * V, где * — один из символов “ >  ”, “= ” или иФ '\  а
U и V представляют собой один из символов “0”, “ 1”, “м”, 
‘7 (0 )”, ‘7 ( 1 )” или “/(и)” для некоторых / e F  и u e F .  
ВОПРОС. Можно ли так присвоить всем переменным из и е  U 
и всем /(и) (где u ^ U  и ] e f )  целочисленные значения, что 
все выражения из С будут истинны при стандартной интерпре­
тации отношений > ,  =  и ф ?

Источник [435]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.

Комментарий. Задача остается N P-полной даже тогда, когда 
отношения =  и ф  не используются. Задача разрешима за 
полиномиальное время, если не используются отношения ^  
и >  [398] или если не используются отношения =  и ф  и от­
сутствуют символы функций [356]. Вариант задачи, в котором 
W и V имеют вид “ы” или “ы +  с” (где u ^ U ,  с е  Z), является 
NP-полным, если разрешается использовать все четыре отно­
шения, но разрешим за полиномиальное время, если можно 
пользоваться одной из пар отношений ^  и >  или =  и ф  [6 6 ].

[ЛОГ 17] МИНИМАЛЬНОЕ МНОЖЕСТВО АКСИОМ
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество “предложений” 5, 
подмножество Г s  S “истинных предложений”, “отношение сле­
дования” R, состоящее из пар (A ,s), где / 4 s S  и s e S ,  а также 
положительное целое число К ^  |5 |.
ВОПРОС. Существуют ли подмножество S0e  7, |S 0| ^  К и по­
ложительное целое число п, такие, что S„ — Г? (Здесь Si, lsg; 
^  ^  п, — множество, состоящее в точности из таких предло­
жений s e S ,  что либо s е  S,-i, либо существует U s  ь для 
которого ( U , s ) e R . )

Источник [437]. К этой задаче сводится ТП-3.

Комментарий. Задача NP-полна даже тогда, когда Т =  S.
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[ЛОГ 18] ПОСЫЛКА ПЕРВОГО ПОРЯДКА
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество “символов перемен­
ных” U, конечное множество “символов функции" С, набор 
Е — {Е\, Е2, . . . ,  £ т } выражений над U(]C,  набор £ =  {£[, 
F2, . . . ,  Fm} выражений над С.
ВОПРОС. Существует ли подстановка S,, отображающая каж­
дую переменную u ^ U  в такое выражение s(u) над С, что
{s(£i), 5 (£ 2) .........s (£ m)} есть подмножество множества {Л,
F2, . . . .  F„}? (Здесь s(Ei) обозначает результат подстановки 
вместо каждого вхождения в £, переменной и е  U соответ­
ствующего выражения s(u).)
Источник [32, 33]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Задача остается NP-полной для любого фикси­
рованного м ^  3, но при любом фиксированном пг разрешима 
за полиномиальное время.

[ЛОГ 19] ПОДТВЕРЖДЕНИЕ ВТОРОГО ПОРЯДКА
УСЛОВИЕ. Заданы два “выражения логики второго порядка” 
Ei и Е2, причем второе выражение не содержит переменных 
(в выражении второго порядка функции могут быть перемен­
ными, детали см. в [32]).
ВОПРОС. Существует ли такой набор значений переменных •) 
из Ei, что в результате подстановки получается выражение, 
идентичное Е2?
Источник [32]. К этой задаче сводится 3-ВЫП. Доказательство 
принадлежности задачи классу NP нетривиально.
Комментарий. Разрешимость более общей задачи — УНИФИ­
КАЦИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА, в которой и Ег, и £ 1  могут 
содержать переменные и спрашивается, существует ли такой 
набор значений переменных, что в результате соответствующих 
подстановок £ 1  и Е2 становятся идентичными, не известна. За­
дача УНИФИКАЦИЯ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА неразрешима 
[228], а задача УНИФИКАЦИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА разре­
шима за полиномиальное время [32, 421].

А10. ТЕОРИЯ АВТОМАТОВ И ЯЗЫКОВ 
А10.1. Теория автоматов

[ТАЯ 1] НЕЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ КОНЕЧНЫХ 
АВТОМАТОВ (*)

УСЛОВИЕ. Заданы два недетерминированных конечных авто­
мата А\ и А2 с общим входным алфавитом 2 .' (Недетерминиро- 1

1) В данном случае значением переменной может быть любой терм.— 
Прим. ред.
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ванный конечный автомат А =  (Q, Е, б, q0, F) состоит из конеч­
ного множества состояний Q, входного алфавита Е, функции пе­
рехода б, отображающей Q X 2  в подмножества множества Q, 
начального состояния q0 и множества допускающих состояний 
F, F s / (  (см., например, [215]).)
ВОПРОС. Верно ли, что At и А2 распознают различные языки?

Источник [292]. К этой задаче сводится НЕУНИВЕРСАЛЬ- 
НОСТЬ РЕГУЛЯРНОГО ВЫРАЖЕНИЯ.

Комментарий. Задача P-SPACE-полна даже в том случае, когда 
|Е | =  2 и А2 — тривиальный автомат, распознающий Е*. Общая 
задача N P-полна, если | Е |=  1 или если оба автомата А\ и А2 
распознают конечные языки (последнее свойство может быть 
проверено за полиномиальное время [215]). Задача разрешима 
за полиномиальное время, если А\ и А2 — детерминированные 
конечные автоматы (см., например, [215]).

[ТАЯ 2] НЕТРИВИАЛЬНОСТЬ ДВУСТОРОННЕГО 
КОНЕЧНОГО АВТОМАТА (*)

УСЛОВИЕ. Задан двусторонний недетерминированный конеч­
ный автомат А =  (Q, Е, б, <70, F), где Q, Е, б, qo и F обозначают 
то же самое, что и для одностороннего недетерминированного 
конечного автомата, а функция перехода б отображает Q X  2 
в подмножества множества Q X { —1, 0, 1} (см., например,
[215]).
ВОПРОС. Существует ли слово х е Е * ,  допускаемое автома­
том А?
Источник [231]. К этой задаче сводится ДОПУСКАЕМОСТЬ 
ЛИНЕЙНО ОГРАНИЧЕННЫМ АВТОМАТОМ.

Комментарий. Задача P-SPACE-полна даже тогда, когда 
|Е | =  2 и А — детерминированный автомат. Если |Е |= 1 ,  то 
общая задача NP-полна [136]. Если |Е | — односторонний неде­
терминированный конечный автомат, то общая задача может 
быть решена за полиномиальное время (см., например, [215]). 
Аналогичные результаты о конечности языка, распознаваемого 
автоматом А, можно найти в указанных выше работах.

[ТАЯ 3] ДОПУСКАЕМОСТЬ КОНЕЧНЫМ АВТОМАТОМ (*)
УСЛОВИЕ. Заданы “линейно ограниченный автомат’’ А с вход­
ным алфавитом Е (определение см. в книге [215]) и слово 
х е Е * .
ВОПРОС. Верно ли, что автомат А допускает слово х? 

Источник [280]. Общая сводимость.
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Комментарий. Задача P-SPACE-полна даже в том случае, если 
А — детерминированный автомат (см. задачу ДОПУСКАЕ­
МОСТЬ В ЛИНЕЙНОЕ ВРЕМЯ из разд. 7.4). Кроме того, су­
ществуют конкретные детерминированные линейно ограничен­
ные автоматы, для которых задача P-SPACE-полна.

[ТАЯ 4] ДОПУСКАЕМОСТЬ АВТОМАТОМ 
КВАЗИРЕАЛЬНОГО ВРЕМЕНИ

УСЛОВИЕ. Заданы многоленточная машина Тьюринга М 
(в нашей терминологии — программа для машины Тьюринга), 
у которой читающая головка входной ленты на каждом такте 
работы сдвигается вправо, причем если читающая головка ви­
дит пустой символ, то машина обязана остановиться, а также 
слово х, принадлежащее входному алфавиту 2 машины М. 
(Более полное описание машин этого типа и их эквивалентное 
задание можно найти в работе [50].)
ВОПРОС. Верно ли, что М допускает х?
Источник [46]. Общая сводимость.
Комментарий. Задача остается NP-полной даже в том случае, 
если кроме входной ленты М имеет только одну рабочую ленту. 
См. также задачу ПРИНАДЛЕЖНОСТЬ ЯЗЫКУ КВАЗИРЕ­
АЛЬНОГО ВРЕМЕНИ (языки, допускаемые автоматами квази- 
реального времени, совпадают с квазиреальными по времени 
языками, определенными в [ТАЯ 18]).

[ТАЯ 5] ДОПУСКАЕМОСТЬ НЕСТИРАЮЩИМ СТЕКОВЫМ 
АВТОМАТОМ (*)

УСЛОВИЕ. Заданы “односторонний нестирающий стековый ав­
томат А (1НСС-автомат) с входным алфавитом 2 (определение 
см. в книге [215]) и слово л е  2*.
ВОПРОС. Верно ли, что автомат А допускает слово х?

Источник [136, 214]. К этой задаче сводится ДОПУСКАЕ­
МОСТЬ ЛИНЕЙНО ОГРАНИЧЕННЫМ АВТОМАТОМ. Во 
второй работе доказано, что задача принадлежит классу Р- 
SPACE.
Комментарий. Задача P-SPACE-полна даже в том случае, если 
слово г е 2 ‘ фиксировано и А — “допускающий стековый ав­
томат” (определение см. в работе [188]). Если х  — пустое сло­
во и на А наложить дополнительное ограничение, состоящее 
в том, что А — допускающий стековый автомат с одним стеко­
вым символом, то задача становится NP-полной .[136]. Если же 
х  меняется, а А фиксирован, то задача принадлежит классу NP 
для любого 1НСС-автомата, то же самое верно, если А — про­
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извольный “вложенный стековый автомат” [460]. Существуют 
конкретные ШСС-автоматы, для которых упомянутая задача 
NP-полна [460], эти ШСС-автоматы можно взять из класса 
допускающих стековых автоматов [482], которые одновременно 
являются “читающими магазинными автоматами” [232]. Од­
нако если А — “односторонний недетерминированный магазин­
ный автомат”, то задача разрешима за полиномиальное время 
(даже если А может меняться); последнее утверждение верно 
и для “двусторонних недетерминированных магазинных авто­
матов” [8].

[ТАЯ 6] ПЕРЕСЕЧЕНИЕ ДЛЯ КОНЕЦНЫХ АВТОМАТОВ (*)
УСЛОВИЕ. Задана последовательность A i, Аг........ А„ детер­
минированных конечных автоматов, имеющих общий входной 
алфавит 2.
ВОПРОС. Существует ли слово х е 2 * ,  допускаемое всеми ав­
томатами Ai, 1 ^  i ^  п?
Источник [300, 301]. К этой задаче сводится ДОПУСКАЕ­
МОСТЬ С ЛИНЕЙНОЙ ПАМЯТЬЮ.
Комментарий. Задача P-SPACE-полна. Для любого фиксиро­
ванного п она разрешима за полиномиальное время [215].

[ТАЯ 7] РЕДУКЦИЯ НЕ ПОЛНОСТЬЮ ОПРЕДЕЛЕННОГО 
АВТОМАТА

УСЛОВИЕ. Заданы не полностью определенный детерминиро­
ванный конечный автомат А =  (Q, 2, 8, go, F) (где Q — множе­
ство состояний, 2 — входной алфавит, б — “частичная” функция 
перехода, отображающая некоторое подмножество множества 
Q X 2  в Q, начальное состояние q0^ Q ,  F ^ Q  — множество 
“допускающих состояний”) и положительное целое число К- 
ВОПРОС. Можно ли функцию перехода б так продолжить до 
всюду определенной функции, отображающей Q X  2 в Q, что 
у получающегося в результате полностью определенного ав­
томата имеется эквивалентный “редуцированный автомат”, чис­
ло состояний которого не превосходит К?

Источник [426]. К этой задаче сводится РАСКРАШИВАЕ- 
МОСТЬ ГРАФА В 3 ЦВЕТА.
Комментарий. Задача остается NP-полной при любом фикси­
рованном К ^  6. Близкая задача, в которой допускается “рас­
щепление состояний” (как, например, в работе [423]), также 
NP-полна для. любого фиксированного К ^  6 (см. [426]). Если 
наряду с “расщеплением состояний” допускается также “рас­
щепление символов”, как, например, в работе [187], то анало­
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гичная задача, когда у приведенного автомата сумма числа 
состояний и числа символов не должна превосходить К, также 
NP-полна [427]. Задача отыскания детерминированного конеч­
ного автомата с минимальным числом состояний, эквивалент­
ного заданному полностью определенному автомату, разрешима 
за полиномиальное время (см., например,. [211] или [14]). Ана­
логичная задача для полностью определенного недетерминиро­
ванного конечного автомата P-SPACE-полна (см. задачу НЕ­
ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ КОНЕЧНЫХ АВТОМАТОВ).

[ТАЯ 8] МИНИМАЛЬНЫЙ РАЗДЕЛЯЮЩИЙ КОНЕЧНЫЙ 
АВТОМАТ

УСЛОВИЕ. Заданы конечный алфавит 2, два конечных под­
множества S, Т е  2* и положительное целое число К. 
ВОПРОС. Существует ли такой детерминированный конечный 
автомат А, имеющий К состояний, что распознаваемый им язык 
L e  2* обладает свойством, согласно которому S s L ,  7 s  
s  2 * \L ?

Источник [ 174]. К этой задаче сводится МОНОТОННАЯ 3-ВЫП.
Комментарий. Если для некоторого п справедливо S [}Т =  2 (л) 
(где 2 (л)— множество всех слов над 2, длины, не превосходя­
щей п), то задача разрешима за полиномиальное время [514]. 
Однако для любого фиксированного е >  О задача NP-полна 
даже в том случае, если ограничиться индивидуальными зада­
чами, в которых ( S U 7 ) s 2 (n> и |2 (л) — (S (J 7) | ^  12(л> | ® [17].

А10.2. Формальные языки

[ТАЯ 9] НЕЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ РЕГУЛЯРНЫХ 
ВЫРАЖЕНИИ (*)

УСЛОВИЕ. Заданы два регулярных выражения Ех и £ 2  с опе­
раторами {U, •, *} и алфавит 2 (определение см. в разд. 7.4). 
ВОПРОС. Верно ли, что Ех и Е2 представляют различные 
языки?
Источник [503,497]. Общая сводимость. Во второй работе до­
казано, что задача лежит в классе P-SPACE.
Комментарий. Задача P-SPACE-полна, даже если 121 =  2 и 
Е2 =  Ъ* (НЕУНИВЕРСАЛЬНОСТЬ РЕГУЛЯРНОГО в ы р а ­
ж е н и я , см. разд. 7.4). В действительности задача P-SPACE- 
полна, если Е2— любое фиксированное выражение, представ­
ляющее “неограниченный” язык [237]. Для фиксированного Е2, 
представляющего некоторый бесконечный “ограниченный” 
язык, задача NP-полна, но разрешима за полиномиальное время
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для любого фиксированного выражения Е2, представляющего 
любой конечный язык. Общая задача остается P-SPACE- 
полной, если Е\ и Е2 имеют фиксированную “высоту относи­
тельно равную k, k ^  1 [503,230]. Задача остается NP-пол- 
ной, если Е\ или Е\ и Е2 представляют ограниченные языки 
(последнее свойство проверяемо за полиномиальное время) 
[237] или если | 2 | = 1  [503]. В цитированных работах ука­
заны другие близкие результаты и труднорешаемые обобщения 
(см. также [231] и [236]).

[ТАЯ Ю] МИНИМАЛЬНОЕ РАЗДЕЛЯЮЩЕЕ РЕГУЛЯРНОЕ 
ВЫРАЖЕНИЕ

УСЛОВИЕ. Заданы конечный алфавит 2 , два конечных под­
множества 5, Т Е  2* и положительное целое число К■
ВОПРОС. Существует ли такое регулярное выражение Е над 
2, содержащее не более К символов из 2, что язык L, опреде­
ляемый выражением Е, обладает свойством: S s i  и 71 s  2 * \L ?
Источник [17]. К данной задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Задача остается NP-полной, даже если ограни­
читься только выражениями Е, не содержащими оператора “(J” 
или оператора [16].

[ТАЯ И] ПОКРЫТИЕ РЕЙНОЛЬДСА
ДЛЯ БЕСКОНТЕКСТНЫХ ГРАММАТИК

УСЛОВИЕ. Заданы две бесконтекстные грамматики G i =  
=  (Ni, 2, П(, Si) и G2 =  (N2, 2, П2, S 2), где 2 — конечное мно­
жество терминальных символов, Ni — конечное множество не­
терминальных символов, Si е  Ni — начальный символ и IL — 
множество “продукций” вида “А -*■ w", где А е= Ni и w е  
е= М  U 2)*.
ВОПРОС. Верно ли, что G2 — “покрытие Рейнольдса” для грам­
матики G1? Иными словами, существует ли такая функция /, 
отображающая N i (J2 в N2U2, что f{x) =  x для всех x e i ,  
/(Л )е А '2 для всех А е  Аь f(Si) — S2 и для каждой продукции 
вида А ^ х \ х 2 . . .  хп из П! ее образ f ( A ) - ^ f { x 1)f{x2) . . .  f (xn) 
есть продукция из П2?
Источник [235]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Задача остается NP-полной, если Gi и G2 — “ре­
гулярные” 1) грамматики. Аналогичные результаты верны для 
близких вопросов: “Верно ли, что G2 — “слабое покрытие Рен-

*) Регулярной называется бесконтекстная грамматика, каждая продук­
ция которой имеет вид А-+аВ или А а, где А, В еИ / и i e  2. — Прим, 
ред.
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нольдса для Gi?” и “Верно ли, что G2— “гомоморфный образ” 
грамматики Gi?” Задача: “Задана грамматика G, существует 
ли такая LL (А) -бесконтекстная грамматика Н, что Я — покры­
тие Рейнольдса для грамматики G?” — разрешима за полино­
миальное время. То же самое верно для задач, получающихся 
заменой класса LL(k)  на LR(k)  или на один из нескольких 
других классов грамматик (см. [235]).

[ТАЯ 12] ПОКРЫТИЕ ЛИНЕЙНЫХ ГРАММАТИК (*)
УСЛОВИЕ. Заданы две линейные бесконтекстные грамматики 
Gi — (Nu 2, Пь Si) и G2= ( t f 2,S ,I I2,S 2) (в таких грамматиках 
не допускаются продукции, содержащие в правой части более 
одного нетерминального символа).
ВОПРОС. Существует ли такая функция A: P i - > P 2U W  (где 
К обозначает пустую продукцию), что при отображении Л грам­
матика Gi покрывает G2? (Говорят, что при отображении А 
грамматика Gi покрывает грамматику G2, если для всех слов 
ш е Е* выполнены два свойства: (1) если w выводимо из S t 
посредством некоторой последовательности продукций pi, р2, . . .  
. . . ,  рп, то до выводимо из S2 последовательностью продукций 
A (pi), Л(р2), . . . ,  Л(р„); (2) если до выводимо из S2 посред­
ством продукций <7i, р2, . . . .  д„ из П2, то существует такая по­
следовательность продукций P i ,  P i ,  . . . .  pm, выводящая до в 
грамматике G u что A(pi), Л(р2), •••. А (рт ) совпадает с </i, q2, . . .  
. . . .  <7л.)

Источник [237,238]. К этой задаче сводится НЕУНИВЕРСАЛЬ- 
НОСТЬ РЕГУЛЯРНОГО ВЫРАЖЕНИЯ. Во второй работе 
доказана принадлежность задачи классу P-SPACE.
Комментарий. Задача P-SPACE-полна даже для “регулярных” 
грамматик. Для произвольных бесконтекстных грамматик за­
дача неразрешима. В работе [235] приведены близкие резуль­
таты.

[ТАЯ 13] СТРУКТУРНАЯ НЕЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ 
ЛИНЕЙНЫХ ГРАММАТИК (*)

УСЛОВИЕ. Заданы две бесконтекстные грамматики Gi =  
=  (N 1, 2, П,, Si) и Gi =  (Ni, 2, П2, S2).
ВОПРОС. Верно ли, что Gi и G2 — “структурно неэквивалент­
ны”? (Грамматики Gi и G2 называются структурно неэквива­
лентными, если грамматики со скобками, получаемые из Gi и 
G2 заменой каждой продукции вида А-»-ш продукцией вида 
А-*-(хю) (где “ (” и “) ” — новые терминальные символы), по­
рождают различные языки.)
Источник [237]. К этой задаче сводится НЕУНИВЕРСАЛЬ- 
НОСТЬ РЕГУЛЯРНОГО ВЫРАЖЕНИЯ.
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Комментарий. Задача P-SPACE-полна, если Gi и G2 регулярны 
и |2 |  =  2. Она NP-полна, если |2 |  =  1. Для произвольных бес­
контекстных языков задача разрешима, но принадлежность ее 
классу P-SPACE не установлена.

[ТАЯ 14] НЕЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ РЕГУЛЯРНЫХ 
ГРАММАТИК (*)

УСЛОВИЕ. Заданы две регулярные грамматики G i = ( N l,'2l, 
Пь Si) и G2 =  (N2, 2, П2, S2). Регулярной грамматикой назы­
вается бесконтекстная грамматика, в которой каждая продук­
ция имеет вид А-^-аВ или А-*-а, где A, B ^ N ,  й £ 2. 
ВОПРОС. Верно ли, что G\ и G2 порождают различные языки?
Источник [70]. К этой задаче сводится НЕЭКВИВАЛЕНТ­
НОСТЬ КОНЕЧНЫХ АВТОМАТОВ.
Комментарий. Задача P-SPACE-полна даже в том случае, если 
|2 |  =  2 и G2 — фиксированная грамматика, порождающая 2* 
(задача НЕУНИВЕРСАЛЬНОСТЬ РЕГУЛЯРНОЙ ГРАММА­
ТИКИ). Общая задача NP-полна, когда | 2 | =  1 или когда обе 
грамматики порождают конечные языки (последнее свойство 
проверяется за полиномиальное время; см., например, [215]). 
Если G1 — произвольная линейная грамматика, a G2 — фикси­
рованная грамматика, порождающая 2* (задача НЕУНИВЕР­
САЛЬНОСТЬ ЛИНЕЙНОЙ ГРАММАТИКИ), то задача стано­
вится неразрешимой [237].

[ТАЯ 15] НЕ 1Л*(К)-БЕСКОНТЕКСТНАЯ ГРАММАТИКА
УСЛОВИЕ. Заданы бесконтекстная грамматика G и положи­
тельное целое число К, представленное в унарной записи. 
ВОПРОС. Верно ли, что G не является L R (К) -грамматикой 
(определение см. в [242])?
Источник [242]. Общая сводимость.
Комментарий. При любом фиксированном К задача разрешима 
за полиномиальное время. Если К представлено в двоичной 
записи (что и требуется при нашем стандартном кодировании), 
то задача полна в классе NEXP-TIME и, следовательно, труд­
норешаема. Вопрос о существовании такого К, что G есть 
LR(K) -грамматика, неразрешим [239]. Аналогичные резуль­
таты имеют место и тогда, когда свойство “LR{K) ” заменяется 
свойством “LL{K),  “LC(K)”, “S L R (К)" или любым другим из 
большего числа свойств (см. указанные выше работы). Однако 
в случае свойства “LL( K) “, если известно, что для некоторого 
К' грамматика G обладает свойством LR(K'),  то за полино­
миальное время можно выяснить вопрос о существовании та­
кого К, что грамматика G обладает свойством “LL( K) “ [241].
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[ТАЯ 16] НЕПУСТОТА ETOL-ГРАММАТИКИ (*)
УСЛОВИЕ. Задана ETOL-грамматика G =  (N, 2 , {6 1 , 6 2 , . . .  
. . . .  6 n} ,S ), где N — конечное множество “нетерминальных” 
символов, 2  — конечное множество “терминальных” символов, 
S  е  N  — начальный символ, каждое 6i представляет собой “таб­
лицу” продукций, переводящих символы множества N  U 2 в сло­
ва языка (N [}!,)* (на каждом шаге вывода каждый символ 
имеющегося в наличии слова заменяется посредством некото­
рой продукции из заранее выбранной таблицы (см., например, 
[207])).
ВОПРОС. Верно ли, что язык, порожденный грамматикой G, 
не пуст?
Источник [275]. К этой задаче сводится НЕУНИВЕРСАЛЬ- 
НОСТЬ РЕГУЛЯРНОГО ВЫРАЖЕНИЯ.
Комментарий. Задача P-SPACE-полна, даже если G является 
“EDTOL-грамматикой без в”. Задача NP-полна и в том случае, 
если G содержит ровно одну таблицу и для каждого символа 
ровно одну продукцию (т. е. если G есть “EDOL-грамматика”). 
Для вопроса о том, порождает ли G бесконечный язык, верны 
аналогичные результаты. Для бесконтекстных грамматик эти 
задачи разрешимы за полиномиальное время, а для контекст­
ных грамматик — неразрешимы (см., например, [215]).

[ТАЯ 17] ПРИНАДЛЕЖНОСТЬ БЕСКОНТЕКСТНОМУ 
ЯЗЫКУ С УПРАВЛЯЕМЫМ ВЫВОДОМ

УСЛОВИЕ. Заданы бесконтекстная грамматика с управляемым 
выводом G =  (N, 2 ,П,  S) без е to слово л е Е * .  (В таких грам­
матиках все продукции из П имеют вид A-*-w(T)(F) ,  где 
A & N ,  w ^ ( N U 2 * )\e , Т и F — подмножества множества П, 
указывающие, в зависимости от применимости или непримени­
мости предыдущей продукции, подмножество в П, из которого 
должна быть выбрана следующая продукция [456].)
ВОПРОС. Верно ли, что х  принадлежит языку, порожденному 
грамматикой G?
Источник [482]. К этой задаче сводится 3-ВЫП. Отсутствие е
обеспечивает принадлежность классу NP.

Комментарий. Задача остается NP-полной даже в том случае, 
если потребовать, чтобы все продукции A-*~w(T){F)  из П 
имели Т =  F [525]. Если для всех продукций из П Т =  F =  П 
и если допускается применение продукций к пустому слову е, 
то получается задача принадлежности контекстно свободным 
языкам, которая разрешима за полиномиальное время (см., на­
пример, [215]).
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[ТАЯ 18] ПРИНАДЛЕЖНОСТЬ ЯЗЫКУ КВАЗИРЕАЛЬНОГО 
ВРЕМЕНИ

УСЛОВИЕ. Заданы бесконтекстные грамматики Gj, G2 и G3, 
имеющие общий терминальный алфавит 2 , второй конечный 
алфавит Г, функция А: 2 -> Г и слово w е  Г*.
ВОПРОС. Верно ли, что w принадлежит “языку квазиреаль- 
ного времени”, определяемому грамматиками Gi, G2, G3 и функ­
цией А, т. е. языку L =  A (Lj П L2 П А3) , состоящему из всех слов 
из Г* вида h{x\)h{x2) . . .  А(х*), таких, что x t, х2 . . .  xk е  Li П 
n L2 П L3, где Lj, L2 и L3 — языки, порождаемые грамматиками 
G1 , G2 и G3 соответственно?
Источник [230, 188]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Если А — взаимно-однозначная функция, то за­
дача решается за полиномиальное время (стандартным мето­
дом разбора бесконтекстных грамматик; см., например, [215]). 
Задача остается NP-полной и тогда, когда L3 совпадает с 2*, 
т. е. L =  A(Lif)L2) [188], но разрешима за полиномиальное 
время, если Ь2 и L3 совпадают с 2*. т. е. L =  h(L{).

[ТАЯ 19] ПРИНАДЛЕЖНОСТЬ ETOL-ЯЗЫКУ (*)
УСЛОВИЕ. Заданы ETOL-грамматика G =  (N, 2, {6 ьб 2, . . ,  
. . . .  бя), S)  и слово ш е  2*.
ВОПРОС. Принадлежит ли слово w языку, порождаемому грам­
матикой G?
Источник [525]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Задача P-SPACE-полна, даже если G есть 
“ETOL-грамматика без в” [275]. Если G фиксирована, то за­
дача принадлежит классу NP, в этом случае существуют конк­
ретные грамматики, для которых она NP-полна. Последний 
факт имеет место даже тогда, когда G есть “TOL-грамматика” 
(т. е. не имеет нетерминальных символов) и не содержит е 
[525]. Задача разрешима за полиномиальное время для фик­
сированной G, если G есть “EDTOL-грамматика” [276] либо 
если G есть “EOL-грамматика” (т. е. имеет только одну таб­
лицу) [404].

[ТАЯ 20] ПРИНАДЛЕЖНОСТЬ КОНТЕКСТНОМУ 
ЯЗЫКУ (*)

УСЛОВИЯ- Заданы контекстная грамматика G =  {N, 2 ,П, S) 
и слово ш б 2 '  (в контекстной грамматике каждая продукция 
имеет вид х-+ у, где х и у — непустые слова над алфавитом 
N U2  и \ у \ > \ х \ ) .
ВОПРОС. Принадлежит ли w языку, порожденному граммати­
кой G?
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Источник [310]. К этой задаче сводится ДОПУСКАЕМОСТЬ 
ЛИНЕЙНО ОГРАНИЧЕННЫМ АВТОМАТОМ.
Комментарий. Задача P-SPACE-полна даже для детерминиро­
ванных контекстных грамматик. Более того, существуют конк­
ретные контекстные грамматики, для которых задача NP-полна. 
Существует также конкретная “линейная по времени” контек­
стная грамматика, для которой задача NP-полна [49]. (Для 
любой конкретной контекстной грамматики задача принадле­
жит классу NP.)

[ТАЯ 21] ПРИНАДЛЕЖНОСТЬ ЯЗЫКУ,
ОПРЕДЕЛЯЕМОМУ ДРЕВОВИДНЫМ 
ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЕМ (*)

УСЛОВИЕ. Заданы “преобразователь сверху-вниз с древовид­
ной структурой” М и его выходной алфавит Г, бесконтекстная 
грамматика О и слово щ е Г '  (детали см. в указанных ниже 
работах).
ВОПРОС. Принадлежит ли w “результату” “поверхностного 
множества”, определяемого преобразователем М и граммати­
кой G?
Источник [446]. Общая сводимость.

Комментарий. Задача P-SPACE-полна. Для фиксированных М 
и G она принадлежит классу NP. Существуют конкретные М 
и G, для которых задача NP-полна [460]. Если потребовать 
линейности преобразователя М,  то общая задача разрешима за 
полиномиальное время. Если М — “детерминированный” преоб­
разователь, то для фиксированного М задача разрешима за 
полиномиальное время [447].

All. ОПТИМИЗАЦИЯ ПРОГРАММ 

АПЛ. Генерация кода программы

ГОП 1] ДОСТАТОЧНОСТЬ ЧИСЛА РЕГИСТРОВ
УСЛОВИЕ. Заданы ориентированный ациклический граф G =  
=  (У, А), положительное целое число К.
ВОПРОС. Существует ли вычисление для G, использующее не 
более К регистров? Иными словами, существуют ли упорядоче­
ние vu Vi, . . . ,  v„ вершин множества V, где n = \ V \ ,  и после­
довательность So, S i ........ S„ подмножеств множества V, такие,
что: (1) |S , | ^ K  для всех i; (2) S 0 — пусто, S„ содержит все 
вершины из графа G со степенью захода 0; (3) для всех /, 
1 ^  i ^  п, Vi е  Si, S , \ { u i} s  Sj_i и S<_i содержит все вершины 
и, такие, что (о,, и ) е  А?
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Источник [477]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.

Комментарий. Задача остается NP-полной даже в том случае, 
если степени выхода всех вершин графа G не превосходят 2. 
Вариант этой задачи, в котором допускается “перевычисление”
(т. е. ищутся последовательности щ, v2, vm и So, Si.........Sm
без априорной оценки числа m и вершины в первой последова­
тельности могут повторяться, но все остальные сформулирован­
ные выше условия выполняются), является NP-трудным, и его 
принадлежность классу NP не установлена.

[ОП 2] ДОПУСТИМОСТЬ НАЗНАЧЕНИЯ РЕГИСТРОВ
УСЛОВИЕ. Заданы ориентированный ациклический граф G =  
=  (У, А ) ,  положительное целое число К  и назначение регистров 
f: У ->  {/?ь /?2, . . . .  /?*}•
ВОПРОС. Существует ли вычисление для G, использующее 
указанное назначение регистров? Иными словами, существуют 
ли упорядочение щ, v2........ vn вершин из множества V и после­
довательность Sj, S2, . . . ,  S„ подмножеств множества V, удов­
летворяющие всем условиям, сформулированным в задаче ДО­
СТАТОЧНОСТЬ ЧИСЛА РЕГИСТРОВ, и дополнительному ус­
ловию, заключающемуся в том, что для всех i и / (1 ^  К,
1 ^  1 ^  п) существует не более одной вершины и е  S/, такой, 
что f{u) =  Ri?
Источник [477]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Задача остается NP-полной даже в том случае, 
если степени выхода всех вершин графа G не превосходят 2.

[ОП 3] ДОСТАТОЧНОСТЬ ЧИСЛА РЕГИСТРОВ 
ДЛЯ РЕАЛИЗАЦИИ ЦИКЛОВ

УСЛОВИЕ. Заданы множество V параметров циклов, длина 
цикла N е  Z+, для каждого параметра v начальное время 
s ( o ) e Z o ‘ и продолжительность ((ti)e Z + , целое положительное 
число К.
ВОПРОС. Достаточно ли К  регистров для запоминания пара­
метров циклов? Иными словами, существует ли такое назначе­
ние регистров /: V ->{1,2........ К), что если /(и) =  /(ц) для не­
которых и, o e F ,  и ф о ,  то из неравенства s ( u ) ^ s ( v )  сле­
дует, что « (« )+  /(и) ^  s(v)  и s(u)-f- l(v) (m od#) ^  s(«)?

Источник [153]. К этой задаче сводятся ОБРАЗУЮЩИЕ ПЕ­
РЕСТАНОВКИ.
Комментарий. Для любого фиксированного К задача разре­
шима за полиномиальное время.
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[ОП 4] ГЕНЕРАЦИЯ КОДА НА МАШИНЕ 
С ОДНИМ РЕГИСТРОМ

УСЛОВИЕ. Заданы ациклический ориентированный граф G =  
=  (У, А), у которого степени выхода всех вершин не превосхо­
дят 2, и положительное целое число К-
ВОПРОС. Существует ли программа в кодах ЭВМ, содержа­
щая не более К команд, вычисляющая на" машине с одним ре­
гистром все корневые (т. е. со степенью захода равной 0) вер­
шины графа G, причем в начальный моменте памяти находятся 
все “листья” графа G (т. е. вершины со степенью выхода рав­
ной 0) и в программе используются только команды “загру­
зить”, “запомнить” и “выполнить”? (Команда “загрузить” пе­
редает в регистр определенную вершину. Команда “запомнить” 
передает вершину из регистра в память. Новая вершина v мо­
жет быть вычислена с помощью команды “выполнить” при ус­
ловии, что в регистре находится такая вершина и, что (v, u ) e  
<=A, а любая другая вершина и', для которой (о, « ') е А ,  нахо­
дится в памяти. В результате исполнения команды “выпол­
нить” вершина и, находящаяся в регистре, заменяется верши­
ной v. Вычисление новой вершины не закончено, пока она не 
помещена в память с помощью операции “запомнить”.)
Источник [61]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Задача остается NP-полной даже в том случае, 
если все вершины, имеющие степень захода больше 1, соеди­
нены ребрами только с листьями графа G [10]. Задача разре­
шима за полиномиальное время, если G — ориентированный 
лес [480].

[ОП 5] ГЕНЕРАЦИЯ КОДА С НЕОГРАНИЧЕННЫМ 
ЧИСЛОМ РЕГИСТРОВ

УСЛОВИЕ. Заданы ориентированный ациклический граф G =  
=  (V ,А ), не имеющий вершин со степенью выхода большей 2, 
разбиение множества А на такие два непересекающихся мно­
жества L и R, что любые две дуги, исходящие из одной вер­
шины, принадлежат различным множествам, положительное це­
лое число К-
ВОПРОС. Существует ли программа вычисления всех корне­
вых вершин графа G, отвечающая следующим требованиям: (1) 
программа состоит не более чем из К  команд, (2) программа 
начинает вычисление с листьев графа G, занесенных в память, 
(3) в программе используются только команды вида “г.- г ” 
или “г/-*—г/ ор г/", i, ; e Z+ (где вершина о со степенью вы­
хода, равной 2, и исходящими дугами ( v , u ) ^ L  и ( v , w ) ^ R  
может быть вычислена только с помощью команды Г( +-ri ор г/, 
в которой п  содержит и, а г/ содержит о) ?
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Источник [10]. К этой задаче сводится МНОЖЕСТВО ВЕР­
ШИН, РАЗРЕЗАЮЩИХ КОНТУРЫ.
Комментарий. Задача остается NP-полной даже в том случае, 
если только листья графа G имеют степень захода, превосхо­
дящую 1. “Коммутативный” вариант задачи, в котором допу­
скаются также команды вида ор п '\  является NP-пол-
ным [11]. Если G — лес или если допускаются трехадресные 
команды вида “п+ -г/ op rk, то обе задачи могут быть решены 
за полиномиальное время [10].

[ОП 6] ГЕНЕРАЦИЯ КОДА ДЛЯ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ 
ПРИСВАИВАНИИ

УСЛОВИЕ.Заданы множество переменных У ={у[, V2 , ■ ■■, vn}, 
множество операторов присваивания А =  {Аи А2, . . . .  А,,}, где 
каждое А,- имеет вид “ щ -*-ор(В,)” ( B i  — некоторое под­
множество множества V), и положительное целое число К- 
ВОПРОС. Существует ли такое упорядочение vn{\), иЛ(2), • • ■ 
. . . ,  нЯ(п) множества V, для которого имеется не более К значе­
ний /, 1 ^  г ^  п, таких, что для некоторого / >  i имеет место 
принадлежность ил(1) е  Вя</)?
Источник [476]. К этой задаче сводится МНОЖЕСТВО ВЕР­
ШИН, РАЗРЕЗАЮЩИХ КОНТУРЫ.
Комментарий. Задача остается NP-полной и в том случае, если 
| Bi | ^  2 для всех В/.

[ОП 7] ГЕНЕРАЦИЯ КОДА С АДРЕСНЫМИ 
ВЫРАЖЕНИЯМИ

УСЛОВИЕ. Заданы последовательность команд /  =  ( / i , / 2, . . .  
. . . ,  I n ) ,  для каждой команды /,• е  /  выражение g { U )  вида 

“// +  £”, “Ij — k" или “k", где /,•<=/ и k e Z + ,  а также 
положительные целые числа В, С и М.
ВОПРОС. Можно ли команды из последовательности I  запом­
нить в виде одно- и двухбайтовых команд, так чтобы общая 
память, используемая при этом, не превзошла М? Иными сло­
вами: определим функцию h(I/),  полагая ее равной [(/,), 
f ( I / ) ± k  или k, в зависимости от того, равняется ли g{Ij) соот­
ветственно //, // ±  k или k\ существует ли такое взаимно-одно­
значное отображение f : /  — {1, 2, . . . ,  М}, что Д /,) < / ( / / )  при 
i < j  и либо — С <  / ( / / )— h{h)< zB , либо l не принад­
лежит области значений [?
Источник [511]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Задача остается NP-полной для некоторых конк­
ретных значений В и С, например равных соответственно 128 и
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127 (можно взять также и гораздо меньшие значения). Задача 
разрешима за полиномиальное время, если в условии нет “па- 
талогических” выражений (детали см. в указанной выше ра­
боте) .

[ОП 8] ГЕНЕРАЦИЯ КОДА ПРОГРАММЫ
С НЕФИКСИРОВАННЫМИ АДРЕСАМИ 
ПЕРЕМЕННЫХ

УСЛОВИЕ. Заданы последовательность команд 7 =  ( / i , / 2, . . .  
. . . ,  1п), конечное множество переменных V, назначение g: /-*- 

/  U V и положительные целые числа В и М.
ВОПРОС. Можно ли команды из I, рассматриваемые как одно- 
и двухбайтовые слова, с переменными между ними так распо­
ложить в памяти, что используемый при этом объем памяти не 
превзойдет М? Иными словами, существует ли такое взаимно­
однозначное отображение f : /  U V" —>-{1,2, . . . ,  М}, что (1) при 
; <  /  f ( I i ) <f { I / )  и (2) для всех t, 1 ^  i ^  п, либо |f(//) — 
— f ( g ( h ) ) \ <  В, либо f ( I i )+ 1 не принадлежит области значе­
ний функции f?

Источник [450]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.

Комментарий. Задача остается NP-полной даже для некоторых 
фиксированных В, например для В =  31. Если V пусто, то за­
дача разрешима за полиномиальное время.

[ОП 9] ВЫЧИСЛЕНИЕ СЕМЕЙСТВА
УСЛОВИЕ. Заданы набор С подмножеств конечного множе­
ства А и положительное целое число /.
ВОПРОС. Существует ли последовательность

5  =  {Z\ <— Х\ и у ь z2« -x 2 и У2 ........ 2гч -х , и У/),

операторов “объединения”, где каждое из Xi и yi есть либо {а} 
для некоторого а е  А, либо z* для некоторого k  <  i, причем 
для всех t, 1 ^  i ^  /, Xi и yt не пересекаются и для каждого 
подмножества с е  С найдется такое zi, 1 ^  t ^ ч т о  соответ­
ствующее множество совпадает с с?

Источник [152]. К этой задаче сводится ВЕРШИННОЕ ПО­
КРЫТИЕ (см. разд. 3.2.2).

Комментарий. Задача остается NP-полной даже в том случае, 
если | с | г ^ 3  для всех с е  С. Аналогичная задача, в которой не 
требуется, чтобы х, и t/i не пересекались, также NP-полна при 
тех же ограничениях.
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[ОП 10] ОПТИМИЗАЦИЯ ЧИСЛА БИТ МИКРОКОДА
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество “микрокоманд” А, на­
бор С =  {сь е-г.........ст } подмножеств множества А (подмно­
жество множества микрокоманд называется микроинструкцией) 
и положительное целое число К.
ВОПРОС. Существует ли для данного набора микроинструкций 
/(-б и т о в ы й  формат? Иными словами, существует ли такое раз­
биение множества А на непересекающиеся подмножества А\, 
Аг, . . . ,  Ап, что ни одна пара подмножеств А, и С/ не содержит 
более одного общего элемента и

Z  Г 1о&( | Л,Ц-  1 П < К ?
i —1

Источник [451]. К этой задаче сводится 3-С.

А11.2. Программы и схемы
[ОП 11] НЕЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ ПРОГРАММ 

С МАССИВАМИ
УСЛОВИЕ. Заданы конечные множества X, в  и /? переменных, 
операторов и переменных массивов соответственно, две про­
граммы Pi и Р2, составленные из команд следующего вида: 
xq —► Qx\Xi . . .  х, (“выполнить”), а [*/]-<-X/ (“изменить”), х,ч- 
ч -а [х /] (“выбрать”), где Xi е  X, 0 е 0 ,  г — число аргументов 
оператора 0, а е  R, а также конечное множество значений V 
и интерпретация каждого оператора 0 е 0  как функции из 
V' в V.
ВОПРОС. Можно ли придать переменным из X такие началь­
ные значения из V, что для некоторой переменной из X  про­
граммы дадут различные конечные значения? (Детали о работе 
таких программ см. в [104].)

Источник [104]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.

Комментарий. Задача остается NP-полной даже в том случае, 
если в программах отсутствуют команды “выполнить” и имеет­
ся только одна переменная массива. Если отсутствуют команды 
“изменить” или команды “выбрать” или отсутствуют перемен­
ные массивов, то задача разрешима за полиномиальное время.

[ОП 12] НЕЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ ПРОГРАММ 
С ПРИСВАИВАНИЯМИ

УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество переменных X, две 
программы Р\ и Р2, представляющие собой последовательности 
команд присваивания, имеющих вид “ха+-если Х\ =  х2то х^иначе
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х4”, где xt — переменные из X, и конечное множество значе­
ний V.
ВОПРОС. Можно ли всем переменным из X придать такие на­
чальные значения из V, что для некоторой переменной из X 
программы дадут различные конечные значения? (Детали о ра­
боте таких программ см. в [104].)

Источник [104]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.

Комментарий. Задача остается NP-полной даже в том случае, 
если V =  {0, 1}. Она содержится в качестве частного случая 
во многих задачах о неэквивалентности простых программ и, 
следовательно, доказывает, что они NP-трудные [104, 528].

[ОП 13] Н Е Э К В И В А Л Е Н Т Н О С Т Ь  П Р О Г Р А М М  
С  К О Н Е Ч Н О Й  П А М Я Т Ь Ю  ( * )

УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество переменных X, конеч­
ный алфавит 2, две программы Р\ и Р2, каждая из которых 
представляет собой последовательность команд 1и / 2, . . . .  !,„ 
(Р 1 и Р2 не обязательно имеют одинаковую длину ш). Коман­
ды имеют вид "прочитать х ”, “записать v ", “X i - * - v " ,  “если 
Vi =  vk, перейти к I ", “принять”, “стоп”, где х, е  X, v/, о* е  
e . Y U 2 | J { $ }  и / т — команда вида “стоп" или “принять". 
ВОПРОС. Существует ли такое слово да е  2*, что, начав ра­
ботать на этом слове, программы Р\ и Р2 дадут различные ре­
зультаты? (Детали о работе программ такого типа см. 
в [274].)
Источник [274]. К этой задаче сводится ДОПУСКАЕМОСТЬ 
ЛИНЕЙНО ОГРАНИЧЕННЫМ АВТОМАТОМ.

Комментарий. Задача P-SPASE-полна даже тогда, когда Р2 — 
фиксированная программа, не содержащая команд типа запи­
сать и, следовательно, не дающая результата. В указанной 
выше работе приведено много специальных случаев этой за­
дачи и различных ее вариантов, которые или P-SPACE-полны 
или еще труднее.

[ОП 14] Н Е Э К В И В А Л Е Н Т Н О С Т Ь  П Р О Г Р А М М  
Б Е З  В Л О Ж Е Н Н Ы Х  Ц И К Л О В

УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество переменных X, под­
множество входных переменных У е Х, выделенная выходная 
переменная Хо, две программы с циклами, но без вложенных 
циклов Р\ и Р2 (т. е. последовательности команд вида “х-*-у", 
“x -* -x +  i ”, “x-t-О”, “цикл х" и "конец", где х, у ^ Х ,  причем 
вслед за командой цикл, команда конец должна предшество­
вать следующей команде цикл).
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ВОПРОС. Существует ли такое отображение f: Y -*■ Z+, сопо­
ставляющее входным переменным начальные значения, что в 
результате работы обеих программ выходная переменная х0 по­
лучает разные значения? (Подробности о программах этого 
типа см. в указанных ниже работах.)
Источник [88, 516]. К этой задаче сводится 3-ВЫП. Во второй 
работе доказана принадлежность задачи классу NP.
Комментарий. Если допустить вложенные циклы (даже глу­
бины 2), то задача становится неразрешимой [382]. Если не 
допускаются циклические команды, то задача разрешима за по­
линомиальное время [516]. Основной результат обобщен в ра­
боте [233].

[ОП 15] НЕЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ ПРОСТЫХ ФУНКЦИИ
УСЛОВИЕ. Заданы множество X переменных, два выражения f 
и g  над X. Каждое выражение есть композиция функций из 
следующего набора: “s(x) =  x +  1”, “р(х) =  max {х — 1, 0}”, 
“plus (х, у )= х  +  у”, “div (х, ()— Г х /П ”, mod(x, t)= x  — l • f  х/П ", 
uw (х , у) =  если у — 0тох  иначе 0” и “выбрать “ (хр х2........ хп) =
— х ” где х, у, /, n, / e Z *  и i ^ .n .
ВОПРОС. Существуют ли такие неотрицательные целые значе­
ния переменных из X , для которых выражения f a g  различны?
Источник [516]. К этой задаче сводится НЕЭКВИВАЛЕНТ­
НОСТЬ ПРОГРАММ БЕЗ ВЛОЖЕННЫХ ЦИКЛОВ.
Комментарий. Задача остается NP-полной, если f a g  опреде­
ляются только в терминах функции w(x,  у),  или в терминах 
функций plus и mod, или в терминах функций plus и р [346]. 
NP-полны также варианты этой задачи, в которых f a g  опре­
деляются только в терминах функций plus и “sub 1 (х) —
— т ах{0, 1— х}” или только в терминах функций "minus (х, у) =  
=  m ax{0, х — у}" (где х, у  е  X U Z+) [88].

[ОП 16] СИЛЬНАЯ НЕЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ СХЕМ ЯНОВА
УСЛОВИЕ. Заданы конечные множества F и Р, состоящие со­
ответственно из символов функций и символов предикатов, 
одна переменная х и две схемы Янова над F, Р и х .  Схемой
Янова называется последовательность / ь /2.........1т команд
вида “х ■*— f (х) ”, “если р(х) то перейти к 1\ иначе перейти к /*” 
и “стоп", где / е  F и р е  Р.
ВОПРОС. Верно ли, что две заданные схемы Янова не яв­
ляются строго эквивалентными? Иными словами, существуют ли 
область определения D, для каждой функции / e f  интерпре­
тация в виде отображения f\ D-+D, для каждого предиката
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р е Р  интерпретация в виде отображения р : D-*-{T, F), на­
чальное значение х0 е  D переменной х, такие что либо обе за­
данные схемы останавливаются с различными конечными зна­
чениями переменной х, либо одна останавливается, а другая — 
нет?

Источник [88,461]. К этой задаче сводйтся 3-ВЫП. Принад­
лежность классу NP доказана во второй работе.

Комментарий. Задача остается NP-полной даже в том случае, 
если ни одна из программ не содержит циклов, а Р3— три­
виальная программа, оставляющая значение х  неизменным. З а ­
дача о сильной эквивалентности схем Янова с двумя перемен­
ными неразрешима, даже если предположить, что |Р | =  | Р | = 1  
[363]. Аналогичные результаты о других свойствах, таких, как 
“слабая эквивалентность”, “дивергенция”, “остановка” и т. д., 
см. в работах [234] й [240]. За полиномиальное время может 
быть проверена сильная эквивалентность “сильно свободных” 
схем Янова, т. е. таких схем, в которых между двумя после­
довательными проверками предикатов применяется хотя бы 
одна функция (см. [88]). Задача о сильной эквивалентности 
“свободных” схем Янова в настоящее время открыта.

[ОП 1 7 ]  С И Л Ь Н А Я  Н Е Э К В И В А Л Е Н Т Н О С Т Ь  М О Н А Д Н Ы Х  
Р Е К У Р С И В Н Ы Х  С Х Е М

УСЛОВИЕ. Заданы конечные множества F и Р, состоящие из 
символов функций и символов предикатов соответственно, мно­
жество О “определенных” символов функций (не пересекаю­
щееся с F) , выделенный символ f0 е  G и две линейные монад- 
ные рекурсивные схемы S t и S2 (такая схема для каждой f е  G 
представляет собой набор утверждений вида “fx =  если рх то 
ах иначе рх, где р е Р ,  a, p e ( E U  G)*, причем а и р  содержат 
по крайней мере одно вхождение символа из множества G). 
ВОПРОС. Существуют ли множество определения D, интерпре­
тация каждого / е / 7 в виде отображения f : D-*~D, интер­
претация каждого р е Р  в виде отображения р: D-*-{T,F} 
и начальное значение х0е Д  такие, что два значения fo(xo), 
определяемые согласно рекурсивным схемам Si и S2, либо раз­
личны, либо одно из них определено, а другое нет.

Источник [88]. К этой задаче сводится СИЛЬНАЯ НЕЭКВИ­
ВАЛЕНТНОСТЬ СХЕМ ЯНОВА. Доказательство принадлеж­
ности задачи классу NP нетривиально.

Комментарий. Задача остается NP-полной и в том случае, если 
одна из схем тривиально полагает fo(x) =  x, а другая “линейна 
справа”, т. е. а  и р содержат определенный символ (из
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множества G) в виде крайней справа буквы. В указанной выше 
работе приведены другие результаты об NP-полноте и NP-труд- 
ности задач о линейных монадных рекурсивных схемах.

[ОП 1 8 ]  О Т Н О Ш Е Н И Е  Н Е В К Л Ю Ч Е Н И Я  
С В О Б О Д Н Ы Х  В - С Х Е М

УСЛОВИЕ. Заданы две свободные В-схемы Si и S2. (Свобод­
ной В-схемой называется корневой ориентированный ацикли­
ческий граф G =  (V, А),  часть вершин которого имеют степень 
выхода, равную 0 (листья), а остальные (тестовые) — степень 
выхода 2, причем дуги, исходящие из тестовой вершины, поме­
чены метками L и R.) Кроме того, зафиксировано: (1) множе­
ство В символов булевских переменных и каждой тестовой вер­
шине v сопоставлена такая метка 1(w) g B, ч т о  никакие две 
тестовые вершины графа, расположенные на общем ориентиро­
ванном пути, не имеют одинаковых меток; (2) множество В-сим- 
волов функций, причем каждому листу о е  V сопоставлена 
метка / ( a ) e f  U{Q}.
ВОПРОС. Верно ли, что схема S[ не “содержится” в схеме S2? 
Иными словами, существует ли такое отображение /: BiUB2->- 
-{ В ,/?} , что если два пути из корневых вершин графов G\ и 
G2 в  л и с т ь я  э т и х  графов, образованные согласно правилу “из 
тестовой вершины выход по дуге с меткой t ( l {v) )" , — заканчи­
ваются в листьях, помеченных символами f\ и f2 соответственно, 
то Q?
Источник [126]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Задача о “сильной неэквивалентности свободных 
В-схем (т. е. неэквивалентности в том же смысле, что и выше, 
но с одним условием — fi Ф  f2) остается открытой. Если же 
одна из схем Si или S 2 есть упорядоченная A-схема, то послед­
няя задача разрешима за полиномиальное время. Открытый 
вариант задачи эквивалентен по Тьюрингу задаче о сильной 
неэквивалентности свободных схем Янова (см. задачу СИЛЬ­
НАЯ НЕЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ СХЕМ ЯНОВА).

[ О П  1 9 ]  Н Е С В О Б О Д Н О С Т Ь  С Х Е М  П Р О Г Р А М М  
Б Е З  Ц И К Л О В

УСЛОВИЕ. Заданы конечные множества F и Р, состоящие из 
символов функций и символов предикатов соответственно, мно­
жество переменных X, монадная без циклов схема программ S 
над F, Р и X. Такая схема состоит из последовательности 
команд /], / 2, . . . ,  / т  вида “x+- f (y)" ,  если р(х) то перейти к l t 
иначе перейти к h  и “стоп", где x g X, f e p  и р е Я ,  и в  соот­
ветствующем “графе переходов" не должно быть ориентирован­
ных циклов.
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ВОПРОС. Верно ли, что схема S несвободна? Иными словами, 
существует ли в графе переходов, соответствующем схеме S, 
ориентированный путь, вдоль которого не может пройти ни 
одно вычисление по программе S, вне зависимости от того, ка­
кая интерпретация придается функциям из F, предикатам из Р 
и какие начальные значения придаются переменным из X?
Источник [88]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. Задача остается NP-полной для |Jf| =  2. Если 
| Х | =  1, то она разрешима за полиномиальное время. Если до­
пускаются циклы, a |Л] произвольно, то задача неразрешима 
[420].

[ О П  20 ] П Р О Г Р А М М Ы  С  Ф О Р М А Л Ь Н О  Р Е К У Р С И В Н Ы М И  
П Р О Ц Е Д У Р А М И

УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество А идентификаторов 
процедур, алголоподобная программа Р, содержащая описание 
процедур из А, и обращение к ним (подробности см. в работе, 
указанной ниже).
ВОПРОС. Верно ли, что некоторая процедура из А формально 
рекурсивна в программе Р (в смысле работы [320])?
Источник [533]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.
Комментарий. В указанной работе приведены близкие резуль­
таты о задачах, в которых спрашивается: “Обладает ли про­
грамма Р свойствами “формально самый последний”, “коррект­
ность формальных параметров", “формальное макросвойство 
и др?"

А 1 2 .  Р А З Н О Е  

[РАЗ 1 ]  С О О Т Н О Ш Е Н И Е  « М Е Ж Д У »
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество А и набор упорядо­
ченных троек (а, Ь, с) различных элементов из множества А. 
ВОПРОС. Существует ли такая взаимно-однозначная функция 
(: А-*-{ 1,2, . . . .  |Л [}, что для каждой тройки ( а ,Ь, с) выпол­
нено одно из свойств: либо f (a)  <  f(b) <  f(c),  ибо f(c) <  f(b) <
< / ( а ) ?
Источник [403]. К этой задаче сводится РАСЩЕПЛЕНИЕ 
МНОЖЕСТВА.

[РАЗ 2] Ц И К Л И Ч Е С К О Е  У П О Р Я Д О Ч Е Н И Е
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество А, набор С упорядо­
ченных троек (а, Ь, с) различных элементов из А.
ВОПРОС. Существует ли такая взаимно-однозначная функция 
/: А-»-{1, 2, . . . ,  IЛ| }, что для каждой тройки (а, Ь, с ) е С
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выполнено одно из свойств: либо f (a)  <  f(b) <С f (с), либо f(b) <  
<  f (с) <  f ( a ) , либо f{c) < f ( a ) <  f{b) ?

Источник [138]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.

[РАЗ 3] НЕВЫЖ ИВАЕМОСТЬ СЕТЕЙ ПЕТРИ 
СО СВОБОДОЙ ВЫБОРА

УСЛОВИЕ. Задана сеть Петри Р — (п, М0,Т),  где п е  Z+, Ма 
есть «-мерный вектор с целыми неотрицательными координа­
тами, Т — множество переходов вида <а, 6 ), где а и b — это 
«-мерные (0 — 1 ) -векторы, причем предполагается выполнен­
ным свойство “свободы выбора”, состоящее в том, что для 
каждой пары <а, 6 > е  Т либо у а имеется ровно одна отличная 
от нуля координата, либо во всех остальных переходах <с, d ) e  
е  Т вектор с имеет 0 во всех тех позициях, в которых а имеет 1. 
ВОПРОС. Верно ли, что Р не “выживает”? Иными словами, су­
ществует ли такой переход и такая последовательность о
переходов из Т, что для любой последовательности т переходов 
из Т последовательность ait не “уничтожающая” в Мо? (По­
следовательность <ai,&i>, <0 2 , 6 2) ........ <am, 6 m) называется
уничтожающей в М0 тогда и только тогда, когда последова­
тельность М0, Ми  . . . ,  М2т, в которой M2i+1 =  М2,- — Щ и 
M2i+2 =  M2i+\ -j-bt, 0 i <  т, не содержит векторов с отрица­
тельными координатами.)
Источник [272]. К этой задаче сводится 3-ВЫП. Доказатель­
ство принадлежности классу NP нетривиально и основано на 
результатах [193].

[РАЗ 4] ДОСТИЖИМОСТЬ ДЛЯ
1-КОНСЕРВАТИВНЫХ СЕТЕЙ ПЕТРИ (*)

УСЛОВИЕ. Заданы 1-консервативная сеть Петри Р =  (n, Mo, Т), 
т. е. такая сеть, что для каждого перехода (а , 6 ) е  Т векторы 
а и b имеют одинаковое число единиц, и «-мерный вектор М 
с неотрицательными координатами.
ВОПРОС. Верно ли, что в сети Р вектор М достижим из Л10? 
Иными словами, существует ли такая последовательность 
<ai, 6 i>, <0 2 , 6 2). <am, 6 m) переходов из Т, что последова­
тельность Мо, Мь . . . ,  M2m, получаемая так же, как в преды­
дущей задаче, не содержит векторов с отрицательными коорди­
натами и M2m - М?
Источник [272]. К этой задаче сводится ДОПУСКАЕМОСТЬ 
ЛИНЕЙНО ОГРАНИЧЕННЫМ АВТОМАТОМ.

Комментарий. Даже в том случае, когда рассмотренная сеть Р 
является сетью Петри со свободой выбора, задача P-SPACE-
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полна. Для произвольных сетей Петри разрешимость задачи не 
установлена, но известно, что для ее решения необходима по 
крайней мере экспоненциальная память [353]. Аналогичный 
результат имеет место для задачи о “доминировании”: “Су­
ществует ли достижимый из М0 вектор М', у которого каждая 
координата не меньше соответствующей координаты вектора 
М”? Близкая задача о “/(-ограниченности” (заданы сеть Р и 
целое число К, верно ли, что не существует вектора, достижи­
мого из М0, у которого все координаты превосходят /С?) 
P-SPACE-полна как для произвольных сетей Петри, так и для 
1-консервативных сетей со свободой выбора. Дополнительные 
детали и близкие результаты см. [272, 233].

[РАЗ 5] П Р Е Д С Т А В И М О С Т Ь  К О Н Е Ч Н О Й  Ф У Н К Ц И И  (*)
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество А, набор F функций 
f: А-*-А  и выделенная функция А: А А .
ВОПРОС. Может ли функция h быть представлена в виде ком­
позиции функций из семейства /*?
Источник [303]. К этой задаче сводится ПЕРЕСЕЧЕНИЕ КО­
НЕЧНЫХ АВТОМАТОВ.
Комментарий. Задача P-SPACE-полна.

[РАЗ 6 ]  Р А З Л О Ж Е Н И Е  П О Д С Т А Н О В К И
УСЛОВИЕ. Заданы подстановка о множества (1, 2, . . . ,  /V} и 
последовательность Si, S2, . . . ,  S m подмножеств множества 
{1,2, . . . ,  N}.
ВОПРОС. Можно ли представить подстановку а в виде компо­
зиции подстановок: o =  aj, о2 ••• от (где для каждого 1 ^  
^  i ^  т, подстановка сн оставляет неподвижными элементы 
множества {1,2, . . . ,  N } \ S i )?
Источник [153]. К этой задаче сводится ТП-3.
Комментарий. При любом фиксированном N  задача разрешима 
за полиномиальное время.

[РАЗ 7 ]  Д Е К О Д И Р О В А Н И Е  Л И Н Е Й Н Ы Х  К О Д О В
УСЛОВИЕ. Заданы (0 — 1)-матрица А — (ац) порядка ш Х « .  
(0 — 1)-вектор у =  {уи У2 , . . . .  Ут) и положительное целое 

число К
ВОПРОС. Существует ли такой (0— 1)-вектор x — (xi, х2, . . .  
. . . ,  х„), имеющий не более К отличных от нуля координат, что

П
E x i O i j ^ y j i mod 2) для всех /,
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Источник [38]. К этой задаче сводится 3-С.
Комментарий. Если вектор у нулевой и, следовательно, ищется 
“кодирующее слово”, у которого вес по Хеммиигу не превосхо­
дит К, то задача открыта. Вариант задачи, в котором ищется 
вектор х, содержащий ровно К единиц, является NP-полным 
даже тогда, когда у  фиксирован и равен 0.

[РАЗ 8 ]  К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т  И З Б И Р А Т Е Л Я  П О  Ш Е П Л И  -  
Ш У Б И Н У

УСЛОВИЕ. Заданы упорядоченное множество избирателей 
V = { v i t V2 .........vn}, число голосов ® j e Z +  для каждого изби­
рателя vi ^  V и квота q е  Z+.
ВОПРОС. Верно ли, что избиратель vt имеет коэффициент по 
Шепли— Шубину, не равный 0? (Коэффициентом p(v)  изби­
рателя t i e V  называется величина (1/л1), умноженная на чис­
ло таких подстановок л множества {1,2, . . . .  п}, что

I - i  I
T , w n (t) < q ,  Y ,u> nW > q И v =  vn (/).)
i- 1 i-1

Источник [152]. К этой задаче сводится РАЗБИЕНИЕ. Опре­
деление коэффициента избирателя взято из работы Шепли и 
Шубика [485].
Комментарий. Задача вычисления коэффициента заданного из­
бирателя по [485] является КР-полной, однако методом дина­
мического программирования она может быть решена за псеа- 
дополиномиальное время.

[РАЗ 9 ]  С К О П Л Е Н И Я
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество X, расстояния 
d (х, y ) ^ Z o  для каждой пары х, (/элементов из X и два поло­
жительных целых числа К и й .
ВОПРОС. Существует ли такое разбиение множества X на не- 
пересекающиеся множества Xi, Х2 , . . . ,  X*, что для всех х, 
y ^ X i  d(x,  у ) ^ В  при 1 sg; i ^
Источник [57]. К этой задаче сводится РАСКРАШИВАЕ- 
МОСТЬ ГРАФА В 3 ЦВЕТА.
Комментарий. Задача NP-полна, даже если К — 3, а все рас­
стояния лежат в интервале [0,1]. При К =  2 она разрешима 
за полиномиальное время. Варианты этой задачи, в которых 
ищутся такие разбиения, что сумма по всем Xi величин 
max{d(x, у): х, t / eX, }  не превосходит В или £  d(x,  у) ^ В
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для всех Xi, также являются NP-полными (причем последняя 
задача NP-полна даже при К  =  2).

[РАЗ 10] ТЕСТ СЛУЧАЙНОСТИ ДЛЯ ПАР (*)
УСЛОВИЕ. Заданы последовательность (х\,у\),  ( х г , у г ) , - -  
. . . ,  (х„, у„) упорядоченных пар целых чисел, неотрицательное 
целое число К.
ВОПРОС. Существуют ли не менее К подмножеств 5 s { l ,  2, . . .  
. . . ,  п}, для каждого из которых

Z  £  (xi — *//)?
i e S  x i > V l

Источник [483]. К этой задаче сводится РАЗБИЕНИЕ.
Комментарий. Принадлежность классу NP не установлена. Со­
ответствующая задача перечисления КР-полна, но методом ди­
намического программирования решается за псевдополиноми- 
альное время.

[РАЗ 11] РАНЖИРОВАНИЕ ПО
МАКСИМУМУ ПРАВДОПОДОБИЯ

УСЛОВИЕ. Заданы матрица А =  (ац) размером п X  п с це­
лыми элементами, которые удовлетворяют соотношению ац +
+  a / i = 0  для всех i, /  г  {1,2........ п}, и положительное целое
число С.
ВОПРОС. Существует ли матрица B =  {bij), получаемая из А 
одновременной перестановкой строк и столбцов, такая, что

£  min { b n ,  0} ^  — С?

Источник [442]. К этой задаче сводится МНОЖЕСТВО ДУГ, 
РАЗРЕЗАЮЩИХ КОНТУРЫ.
Комментарий. Задача NP-полна в сильном смысле.

[РАЗ 12]ДОМИНИРУЮЩЕЕ МНОЖЕСТВО МАТРИЦЫ
УСЛОВИЕ. Заданы (0— 1)-матрица М размером « Х я  и по­
ложительное целое число К.
ВОПРОС. Существует ли в М доминирующее множество, со­
стоящее не более чем из К ненулевых элементов? Иными сло­
вами, существует ли такое подмножество С = { 1 ,2 .........п }Х
Х{1,2, . . . .  п} мощности не более К, что Mif =  1 для всех 
(г, j ) e C  и если Л4,/ =  1, то существует элемент (г', /') е  С. 
для которого или i =  Г, или / =  /'?
Источник [540]. К этой задаче сводится МИНИМАЛЬНОЕ ПО 
МОЩНОСТИ МАКСИМАЛЬНОЕ ПАРОСОЧЕТАНИЕ.
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Комментарий. Задача остается NP-полной даже в том случае, 
когда Af-верхнетреугольная матрица.

[РАЗ 13] ПОКРЫТИЕ МАТРИЦЫ
УСЛОВИЕ. Заданы матрица А =  (а,/) размером « Х л  с неот­
рицательными целыми элементами и целое число К.
ВОПРОС. Существует ли такое отображение f : {1,2........ п}->
-► { — 1 , + 1 } ,  ЧТО

Е аИН01(})Ж?
K i . K n

Источник [152]. К этой задаче сводится МАКСИМАЛЬНЫЙ 
РАЗРЕЗ.
Комментарий. Задача NP-полна в сильном смысле и остается 
таковой даже в том случае, если требовать положительной оп­
ределенности матрицы А.
[РАЗ 14] ПРОСТО ОТКЛОНЯЕМЫЕ ДИЗЪЮНКЦИИ
УСЛОВИЕ. Задан набор М m-мерных векторов (М, [1], 
Mi [2], . . . ,  Mi [m]),  1 sg i sg: n, координаты которых прини­
мают значения 0, 1 или х.
ВОПРОС. Существует ли такое разбиение множества {1,2, . . .
. . . ,  пг} на непересекающиеся подмножества /, /  и такое ото­
бражение f: {1,2.........m}-»-{0, 1}, что если Ф обозначает фор­
мулу V (М [/] =  f  (/)), а Чг — формулу V (М [/] =  f  (/)), то Ф и W

j & I  j m j
просто отклоняемы в М? (Дизъюнкции Ф и W называют­
ся просто отклоняемыми в М, если произведение числа таких 
Mi е  М, что Ф и ?  истинны для Mi, с числом таких М, е  М, 
что Ф и Чг ложны для М;, больше произведения числа таких 
Mi е  М, что Ф истинна, а V ложна для Mi, с числом таких 
Mi е  М, что Ф ложна, а Ч*1 истинна для Mi.) Определение по­
нятия “простой отклоняемости” взято из работы [205].
Источник [438]. К этой задаче сводится МАКСИМАЛЬНЫЙ 
РАЗРЕЗ.
Комментарий. Задача остается NP-полной даже тогда, когда 
К П  — 1 ПРИ 1 ^  ^  т. Если все М, [/] принимают значения 0 
или 1, то задача разрешима за полиномиальное время. Другие 
близкие результаты можно найти во второй из указанных выше 
работ.

[РАЗ 15] ДЕРЕВО РЕШЕНИИ
УСЛОВИЕ. Заданы конечное множество объектов X, набор 
Т =  {Ти Т2, . . . ,  Тт) бинарных тестов 7,: Х->{0, 1}, положи­
тельное целое число К■
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ВОПРОС. Существует ли для X дерево решений с использова­
нием тестов Ti, обладающее внешним путем длины, не превос­
ходящей /С? (Деревом решений называется бинарное дерево, 
в котором каждая “невисячая вершина” (не лист) помечена 
каким-либо тестом из Т, а каждая “висячая вершина” помечена 
каким-либо объектом из X. При этом предполагается также, 
что ребро, ведущее от “невисячей вершины" к ее левому по­
томку, помечено 0, а к правому— 1, а также если Ttx, Ofl, Т1г,
Oi2.........Tlk, Oik—последовательность меток вершин и ребер на
некотором пути, ведущем из корня к некоторой “висячей вер­
шине”, помеченной объектом то х — единственный объ­
ект, для которого при всех /, 1 ^  j ^  к, выполнено соотноше­
ние Ti f (x) =  Olr  Общей длиной внешнего пути такого дерева
называется сумма по всем листьям числа ребер в пути от корня 
до этого листа.)
Источник [243]. К этой задаче сводится ТП-3.
Комментарий. Задача остается NP-полной даже в том случае, 
когда для каждого теста Ti е  Т существует не более трех 
объектов л е Х ,  таких, что Ti(x) =  1.

[РАЗ 16] ЛОГИЧЕСКИЙ ПОДГРАФ
УСЛОВИЕ. Задан ориентированный ациклический граф G =  
=  (V,A) ,  имеющий ровно одну вершину s е  V со степенью за­
хода, равной нулю; для каждой вершины i i e V ,  степень вы­
хода которой больше нуля, задано значение /(i> )e{и, или), за­
даны также вес ® ( а ) е  Z+ каждой дуги и целое положительное 
число К-
ВОПРОС. Существует ли в графе G такой подграф G '=  ( V А ' ) ,  
что (1) s e  V'\ (2) если и е У ' и  /(до) =  и, то все дуги (из мно­
жества А),  исходящие из v, содержатся в А'\ (3) если t i e l / '  
и f(v)  =  или,то по крайней мере одна из дуг (множества А),  ис­
ходящих из и, принадлежит А'\ (4) сумма весов дуг из мно­
жества А ' не превосходит Ю
Источник [463]. К этой задаче сводится ТП-3.
Комментарий. Задача остается NP-полной и тогда, когда 
до(а)=1 для всех а е А  [152]. Для корневых деревьев задача 
решается за полиномиальное время методом динамического про­
граммирования.

[РАЗ 17] ВЫЯВЛЕНИЕ НЕИСПРАВНОСТИ 
В ЛОГИЧЕСКОЙ СЕТИ

УСЛОВИЕ. Заданы ориентированный ациклический граф G =  
=  ( I/, А) с единственной вершиной v* е  V, имеющей степень
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выхода 0; отображение /: (У \{о*})—>-{/„ и, или, не}, такое, что 
из f(v) =  I следует, что степень захода вершины v равна 0, из 
f{v) =  не следует, что степень захода вершины v равна 1, из 
f(v) =  и (или /(о) =  или) следует, что степень захода вер­
шины v равна 2; задано также подмножество V"E V.
ВОПРОС. Можно ли любую одиночную неисправность среди 
вершин из множества V выявить путем экспериментов со вхо­
дами и выходами? Иными словами, рассмотрим G как логиче­
скую сеть со входными вершинами /, выходом v* и логическими 
элементами для реализации функций и, или, не, помещенными 
в соответствующие вершины. Можно ли для каждой вершины 
v е  V  и каждого х е { 7 \  F] сопоставить каждой вершине из / 
такое значение из множества {Т, Е}, что выход сети на этом 
входе отличается от выхода той же сети, в которой логический 
элемент в вершине v “застопорился” в состоянии х?

Источник [250]. К этой задаче сводится 3-ВЫП.

Комментарий. Задача остается NP-полной даже тогда, когда 
V  =  V или если V  содержит ровно одну вершину, для кото­
рой Дг>) =  /.

[РАЗ 18] ВЫЯВЛЕНИЕ НЕИСПРАВНОСТИ 
В ОРИЕНТИРОВАННОМ ГРАФЕ

УСЛОВИЕ. Заданы ориентированный ациклический граф G — 
=  (У, А) (где выделены множество вершин / s  V со степенью 
захода 0 и О s  V — множество вершин со степенью выхода 0), 
а также положительное целое число К.
ВОПРОС. Существует ли “множество тестов” мощности, не 
превосходящей К, позволяющее определить любую “одиночную 
неисправность” в G? Иными словами, существует ли такое под­
множество Г е Г Х О ,  ч т о  и для каждой вершины
v е  V существует пара (и\, U2 ) ^ T ,  для которой вершина v на­
ходится на одном из ориентированных путей из и\ в и2?

Источник [247]. К этой задаче сводится ТП-3.

Комментарий. Задача остается NP-полной, даже если | 0 | = 1 .  
Вариант этой задачи, в котором ищется множество Т, позво­
ляющее “локализовать” одиночную неисправность (т. е. такое 
множество тестов Т, что для каждой пары вершин и, v' е  V 
существует тест (и1, ы г ) е  Т, при котором v находится на одном 
из ориентированных путей из и\ в «2, a v' не находится), также 
является NP-полным для | 0 | = 1 .  Если К ^ | / | - | 0 ] ,  то обе 
задачи решаются за полиномиальное время.
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[РАЗ 19] ВЫЯВЛЕНИЕ НЕИСПРАВНОСТИ 
С ПОМОЩЬЮ ТЕСТОВЫХ ТОЧЕК

УСЛОВИЕ. Заданы ориентированный ациклический граф G =  
=  (У ,А) (имеющий ровно одну вершину s e  V со степенью за­
хода, равной 0, и ровно одну вершину t е  V со степенью вы­
хода, равной 0), а также положительное целое число К. 
ВОПРОС. Можно ли любую “одиночную неисправность" в О 
локализовать с помощью “подсоединения” к дугам из А не бо­
лее К “тестовых точек” (т. е. существует ли такое подмно­
жество А' =  А, что | А ' | ^  К и множество тестов

Т =  №  U {«,: (и„ щ)  s  А ' } ) Х №  U {щ: («,. «2) е  А'})

обладает тем свойством, что для каждой пары вершин v, v' е  
е  V \{ s , /} существует такой тест (ui, п2) е  Т, что v находится 
на одном из ориентированных путей, ведущих от ui к «2, a v' 
не находится)?
Источник [247]. К этой задаче сводится ТП-3.
Комментарий. Варианты этой задачи, в которых требуется ло­
кализовать все одиночные неисправности с использованием не 
более К “тестовых соединений" или “блокирующих элементов”, 
также являются NP-полными. То же самое верно для задачи 
отыскания при наличии “тестовых точек” , “тестовых соедине­
ний” или “блокирующих элементов” такого множества тестов 
Т, что |Г |< ; / ( .  (Дальнейшие уточнения см. в указанной выше 
работе.)

А13. ОТКРЫТЫЕ ЗАДАЧИ 

[0 3  1] ИЗОМОРФИЗМ ГРАФОВ
УСЛОВИЕ. Заданы два графа Gi =  (Vi, Ех) и 0 2 =  (У2, £ 2). 
ВОПРОС. Верно ли, что графы Gi и G2 изоморфны? Иначе го­
воря, существует ли такая взаимно-однозначная функция 
/: V1 -+V 2 , что {и, тогда и только тогда, когда {/(«),
f( o ) } e = £ 2?

Комментарий') . Задача остается открытой и в том случае, если 
GI и G2 принадлежат к следующим типам графов: регулярные, 
двудольные, графы линий, графы сравнимостей, графы хорд, 
графы неориентированных путей (т. е. графы пересечений для 
множества путей в неориентированном дереве), см. [209, 23, 52, 
386]. Задача разрешима за полиномиальное время для планар­
ных графов (см., например, [216]) и для графов интервалов.

*) Ряд частных случаев задачи ИЗОМОРФИЗМ ГРАФОВ, разрешимых 
за полиномиальное время, можно найти в работах [7*, 10*, 1*. 4*. 9*].— 
Дополнение цоторор.
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Для “транзитивных по дугам” кубических графов задача ле­
жит в классе NPf)co-NP [386]. Задаче ИЗОМОРФИЗМ ГРА­
ФОВ полиномиально эквивалентны следующие задачи: изомор­
физм ориентированных графов, изоморфизм бесконтекстных 
грамматик [235], изоморфизм конечно-определенных алгебр 
[300], изоморфизм полугрупп [52], изоморфизм конъюнктив­
ных запросов [67], изоморфизм графа своему дополнению [86], 
изоморфизм и задача о вычислении числа различных изомор­
физмов между G1 и G2 [24,375]. Частный вариант задачи 
КЛИКА, полиномиально эквивалентный задаче ИЗОМОРФИЗМ 
ГРАФОВ, указан в работе [304]. Задачи об изоморфизме групп 
и латинских квадратов могут быть решены за время 0(п '°еп) 
[387] и, видимо, проще задачи ИЗОМОРФИЗМ ГРАФОВ.

[03 2] ПОДГРАФ, ГОМЕОМОРФНЫЙ 
ФИКСИРОВАННОМУ ГРАФУ Н

УСЛОВИЕ. Задан граф G = ( V ,  Е).
ВОПРОС. Содержит ли G подграф, гомеоморфный графу Я 
(т. е. такой подграф G ' = ( V ' ,  £')> который может быть преоб­
разован в граф, изоморфный графу Я последовательностью за­
мен вершин степени 2 на ребро, соединяющее ее соседей)? 
Комментарий') . Если включить Н в качестве дополнительной 
переменной в условие задачи, то задача станет NP-полной, по­
скольку в качестве частного случая она будет содержать за­
дачу ГАМИЛЬТОНОВ ЦИКЛ. Для некоторых фиксированных 
графов Н (например, если Я — треугольник) задача разрешима 
за полиномиальное время. Существует ли некоторый фиксиро­
ванный граф Я, для которого задача NP-полна? Если такого 
графа не существует, то можно ли указать конкретный граф 
H — (U, F), для которого NP-полна следующая, близкая по 
смыслу задача: “Заданы граф G =( V ,  Е) и взаимно-однознач­
ное отображение /: U V. Существует ли подграф G'  =  (V,  Е' ) , 
который указанным выше способом можно преобразовать в 
граф, изоморфный Я, причем так, чтобы отображение / осу­
ществляло искомый изоморфизм?” Известно, что эта последняя 
задача также является NP-полной, если граф Я не фиксиро­
вать, а включить в условие задачи (поскольку эта задача со­
держит в качестве частного случая задачу НЕПЕРЕСЕКАЮ- 
ЩИЕСЯ СОЕДИНЯЮЩИЕ ПУТИ). Для некоторых конкрет­
ных графов Я, например “треугольник” и “два различных реб­
ра”, найдено несколько сложных полиномиальных алгоритмов 
[321, 487]. Не известно, существует ли конкретное целое число

*) Для ориентированных графов аналогичная задача решена в работе 
[2*]. Была получена полная характеризация графов Н, для которых эта 
задача NP-полна или разрешима за полиномиальное время. — Дополнение 
автород.
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К, такое, что для графа Н, состоящего из К непересекающихся 
ребер, задача NP-полна.
ГОЗ 3] РОД ГРАФА
УСЛОВИЕ. Заданы граф G = ( V ,  Е), положительное целое 
число К-
ВОПРОС. Можно ли граф G так вложи'гь в поверхность рода 
К, что никакие два ребра не пересекутся?
Комментарий. При К =  0 (в этом случае вопрос заключается 
в планарности графа G) задача разрешима за полиномиальное 
время (см., например, [213]). Полиномиальный алгоритм для 
кубических графов и /С =  1 анонсирован в работе [123], а в ра­
боте [443] предложен полиномиальный алгоритм для произ­
вольных графов и любого фиксированного значения К■ Кроме 
того, для некоторых специальных классов графов, в том числе 
для клик, кубов и полных двудольных графов, получены про­
стые замкнутые формулы для рода (см., например, [196]).Хотя 
для произвольных G и К рассматриваемая задача в настоящее 
время является открытой, тесно связанная с ней задача ПРО­
ДОЛЖЕНИЕ ВЛОЖЕНИЯ (в которой по заданным G, К и 
вложению подграфа графа G в поверхности рода К требуется 
выяснить, можно ли продолжить заданное вложение на весь 
граф)— NP-полна [443]. К числу открытых задач, обобщающих 
задачу о планарности графа, относятся следующие задачи: 
“Верно ли, что граф G имеет не более К пересечений, т. е. 
можно ли G так вложить в плоскость, что будут пересекаться 
не более К пар ребер?”, “Вернр ли, что толщина графа G не 
превосходит К, т. е. можно ли множество Е так разбить на не- 
пересекающиеся множества Еи Ег, . . . .  Ek, К, чтобы каж­
дый из подграфов G =( V, Ei )  был планарен?” К числу близких 
NP-полных задач относятся задачи ПЛАНАРНЫЙ ПОДГРАФ 
и ИНДУЦИРОВАННЫЙ ПЛАНАРНЫЙ ПОДГРАФ (см. за­
дачу ИНДУЦИРОВАННЫЙ ПОДГРАФ СО СВОЙСТВОМ П).
[03 4 ]ПОПОЛНЕНИЕ ДО ТРИАНГУЛИРОВАННОГО 

ГРАФА
УСЛОВИЕ. Заданы граф G = ( V , E )  и положительное целое 
число К-
ВОПРОС. Существует ли множество Е'  неупорядоченных пар 
вершин из V, содержащее множество Е и удовлетворяющее ус­
ловию | £ — такое, что граф G' — (V,E' )  — триангули­
рованный, т. е. такой, что для любого простого цикла, содержа­
щего более трех вершин, существует ребро, не принадлежащее 
циклу, но соединяющее некоторые две его вершины?
Комментарий. Эта задача эквивалентна неориентированному 
варианту задачи [ТГ 46] и соответствует минимизации
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“заполненности” матрицы при применении исключения по Гаус­
су к симметрической матрице (см., например, [455]). Другая 
характеризация транзитивных графов дана в работе [166].

[03 5] ХРОМАТИЧЕСКИЙ И НД ЕКС1
УСЛОВИЕ. Заданы граф G = ( V , E )  и положительное целое 
число К-
ВОПРОС. Верно ли, что хроматический индекс графа G не пре­
восходит Ю Иначе говоря, существует ли такое разбиение мно­
жества Е на непересекающиеся подмножества Е\, Ег, . . . .  £*, 
где ft ^  К, что для всех i, 1 ^  i ^  ft, никакие два ребра из £j 
не имеют в G общего конца?
Комментарий. В силу теоремы Визинга [35], хроматический 
индекс графа G равен либо А, либо А +  1. где А — максимум 
степеней вершин в графе G. Поэтому задача может быть пере­
формулирована так: “Задан граф G. Верно ли, что хроматиче­
ский индекс графа G равен максимуму степеней вершин?” Для 
двудольных графов ответ всегда положителен [35], причем су­
ществуют полиномиальные алгоритмы для того, чтобы в этом 
случае построить искомое разбиение (см., например, [133]). 
Частный класс графов, для которого задача открыта, — куби­
ческие графы (т. е. регулярные графы степени 3). В последнем 
случае задачу можно переформулировать следующим образом: 
“Задан граф G. Можно ли вершины графа G покрыть простыми 
непересекающимися циклами, имеющими четное число вер­
шин?” Последняя задача — одна из многих открытых задач, 
связанных с паритетом. Другая задача этого типа формули­
руется так: “Задана система С подмножеств конечного множе­
ства X. Существует ли такая непустая подсистема С' £  С, что 
каждый элемент х е Х  принадлежит четному числу (может 
быть и не одному) подмножеств из С'?” Последняя задача эк­
вивалентна открытой задаче, упомянутой в комментарии к за­
даче ДЕКОДИРОВАНИЕ ЛИНЕЙНЫХ КОДОВ.

[03 6] ОСТОВНОЕ ДЕРЕВО С ПАРИТЕТОМ2
УСЛОВИЕ. Заданы граф G = ( V , E )  и разбиение множества Е 
на непересекающиеся двухэлементные множествами,^, . . . .  E m . 
ВОПРОС. Существует ли в G такое остовное дерево Т — 
=  (К, Е'), что для всех /, 1 i ^  т, выполнено условие: или 
Е, =  Е' или E i  П Е' =  0 ?

') В работе [5*] к этой задаче была сведена задача 3-ВЫП, что дока­
зывает NP-полноту задачи ХРОМАТИЧЕСКИЙ ИНДЕКС. Эта задача оста­
ется NP-полной даже для кубических графов. — Дополнение авторов.

s) В работе [8*] было доказано, что эта задача, как и общая задача 
о паритете для «представимых» матроидов, разрешима за полиномиальное 
время. — Дополнение авторов-
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Комментарий. Эта задача представляет собой типичный част­
ный случай задачи “матроид с паритетом” (см., например, 
[324]). Последняя задача сама есть обобщение задач о паро- 
сочетании в графе и о пересечении двух матроидов, которые 
разрешимы за полиномиальное время (в случае матроида не­
обходимо предположение о существовании полиномиального 
алгоритма, распознающего в матроиде независимые множе­
ства). Близкая задача об “остовном дереве со многими выбо­
рами”, в которой ищется такое остовное дерево T =  (V, Е'),  
что в Е' содержится, самое большее, один элемент из каждого 
множества Ei, представляет собой частный случай задачи о пе­
ресечении двух матроидов и, следовательно, может быть решена 
за полиномиальное время (см. задачу ВЕТВЛЕНИЕ С МНО­
ГИМИ ВЫБОРАМИ).

[03 7] РАЗМЕРНОСТЬ ЧАСТИЧНОГО УПОРЯДОЧЕНИЯ
УСЛОВИЕ. Заданы ориентированный ациклический транзитив­
ный граф G =  (V, А)  (граф G называется транзитивным, если 
из того, что (и, t i )e i4  и (v, ш ) е Л ,  следует, что (и, ® ) £ / 4), 
а также положительное целое число К ^  | У |2.
ВОПРОС. Существует ли набор, включающий не более К ли­
нейных упорядочений множества У, такой, что (и, v) е  А тогда 
и только тогда, когда и меньше v в смысле каждого из задан­
ных упорядочений?
Комментарий. При К =  2 задача решается за полиномиальное 
время [327]. Для произвольного К и для фиксированного 
К ^  3 в настоящее время она является открытой.

[03 8] РАСПИСАНИЕ С ОТНОШ ЕНИЕМ
ПРЕДШ ЕСТВОВАНИЯ ДЛЯ ТРЕХ ПРОЦЕССОРОВ

УСЛОВИЕ. Заданы множество Т заданий единичной длитель­
ности, частичный порядок <• на множестве Т и директивный 
срок D е  Z+.
ВОПРОС. Можно ли составить такое расписание выполнения 
заданий из множества Т на 3 процессора, что выполняются все 
условия предшествования и директивный срок D не будет на­
рушен? Иными словами, существует ли такое расписание 
о: Т —*■ {О, 1, . . . ,  D — 1), что соотношение t< - t ' влечет нера­
венство a(t) <  а\?) и для любого i, 0 s£l i ^  D — 1, имеется не 
более трех заданий / е Г, таких, что o ( t ) =  t?
Комментарий. Аналогичная задача для двух процессоров ре­
шается за полиномиальное время [131,85], даже когда каждое 
задание имеет индивидуальный директивный срок и момент по­
ступления [147]. Если число процессоров входит в условие как 
параметр,то задача является NP-полной [518]. Дополнительные
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подробности указаны в комментарии к задаче РАСПИСА­
НИЕ С ОТНОШЕНИЕМ ПРЕДШЕСТВОВАНИЯ. Не известно, 
существует ли конкретное значение К, для которого вариант 
этой задачи с К процессорами NP-полон.

[03  9] ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ1
УСЛОВИЕ. Заданы целочисленные векторы У,- =  (и,-[1],
vt [2].........Vi [и]), 1 i m, D = ( d i , d 2, dm), C =
=  (ci, c2......... cn) и целое число В.
ВОПРОС. Существует ли такой вектор X =  (х \,х2........ хп)
с рациональными координатами, что для всех i, 1 ^  ^  т, вы­
полнены неравенства V r X ^ d i  и С-Х ^  В?
Комментарий. Задача лежит в пересечении NP f) co-NP (при­
надлежность классу co-NP следует из фундаментальной тео­
ремы двойственности линейного программирования). Для лю­
бого фиксированного m она разрешима за полиномиальное вре­
мя. Имеется много вариантов задачи линейного программиро­
вания, полиномиально эквивалентных ей (см., например, [448]). 
Один из них получается, если из условия изъять вектор С, а из 
вопроса — неравенство С Х ^ В  (см. также [412]). Примеры 
задач о потоках в сетях, полиномиально эквивалентных задаче 
ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ, упомянуты в коммен­
тариях к задачам НЕОРИЕНТИРОВАННЫЙ ПОТОК С НИЖ­
НЕЙ ОЦЕНКОЙ, ПОТОК В СЕТИ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ 
НА ПУТИ и ДВУХПРОДУКТОВЫЙ ЦЕЛОЧИСЛЕННЫЙ 
ПОТОК. Обобщение задачи ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВА­
НИЕ— задача “линейная дополнительность” хотя и лежит в 
классе NP, но в настоящее время остается открытой* 2) [397].

[03 10] АБСОЛЮТНАЯ УНИМОДУЛЯРНОСТЬ3
УСЛОВИЕ. Задана матрица М размером ш Х п  с элементами 
из множества {—1,0, 1}.
ВОПРОС. Верно ли, что М — не вполне унимодулярная мат­
рица? Иными словами, существует ли в М квадратная подмат­
рица, определитель которой не принадлежит множеству 
{ -1 ,0 ,1 } ?

') Л. Г. Хачиян [6*] доказал, что эта задача лежит в классе Р. При­
мененный при этом метод эллипсоидов получил широкое освещение даже 
в популярных изданиях. Однако практическое значение этого метода еще 
предстоит выяснить [3*]. — Дополнение авторов.

2) Задача линейная дополнительность NP-полна. На этот факт нам ука­
зали несколько специалистов. — Дополнение авторов.

г) В работе [11*] дана элементная теорема о характеризации абсолютно 
унимодулярных матриц и на ее основе построен полиномиальный алгоритм 
решения задачи АБСОЛЮТНАЯ УНИМОДУЛЯРНОСТЬ. — Дополнение ав­
торов.
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Комментарий. Задача открыта и в том случае, когда все эле­
менты матрицы М принадлежат множеству {0, 1}. Значение 
вполне унимодулярных матриц для целочисленного программи­
рования обсуждается, например, в работе [324] и книге [161] *).

[03 11] СОСТАВНОЕ ЧИСЛО
УСЛОВИЕ. Задано положительное целое 4исло N.
ВОПРОС. Существуют ли такие целые числа m a n  (m , п >  1), 
что N =  т-п?
Комментарий. Задача лежит в пересечении NPf|co-NP [434]. 
Несмотря на то что для ее решения не известно полиномиаль­
ного алгоритма, известен алгоритм, работающий полиномиаль­
ное время в предположении истинности “расширенной гипоте­
зы Римана” [385]. Такой алгоритм, однако, не известен для 
отыскания простых делителей числа N. Последняя задача мо­
жет оказаться труднее соответствующей задачи распознавания. 
Конечно, все эти задачи легко решаются за псевдополиномиаль- 
ное время.

[03 12] ТРИАНГУЛЯЦИЯ МИНИМАЛЬНОЙ ДЛИНЫ
УСЛОВИЕ. Заданы набор С — {(а;, Ы) : 1 ^  i ^  п) пар целых 
чисел (определяющих координаты п точек плоскости) и поло­
жительное целое число В.
ВОПРОС. Существует ли триангуляция множества точек, опре­
деляемого набором С, общая “дискретно-евклидова” длина ко­
торой не превосходит В? (Триангуляцией называется набор не- 
пересекающихся прямолинейных .отрезков, соединяющих по две 
точки из С каждый, который разбивает внутренность выпук­
лой оболочки множества С на треугольники. Дискретно-евкли­
дова длина отрезка, соединяющего точки (а*, &,) и (а/, 6/), оп­
ределяется формулой Г ((«< — в/)2 + (bi — &/)2) |/21, а общая 
длина триангуляции есть сумма длин, образующих ее отрез­
ков.)
Комментарий. Аналогичная задача для метрики типа Li также 
открыта. В работе [359] приведены контрпримеры, опровергаю­
щие несколько предположений о полиномиальности ряда алго­
ритмов решения этой задачи, и показано, что близкая задача 
ОГРАНИЧЕННАЯ ТРИАНГУЛЯЦИЯ является NP-полной.

' )  С м . т а к ж е  [2 2 6 ]. —  Прим. ред.
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